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P-T概率框架用于语义通信、
证伪、确证和贝叶斯推理  
鲁晨光 

摘要：很多研究者想通过合理地定义逻辑概率或概率逻辑统

一概率和逻辑；而本文试图统一统计和逻辑，以便我们可以

同时使用统计概率和逻辑概率。为此，本文提出 P-T 概率框

架——它是用 Shannon 的概率框架（用于电子通信）、

Kolmogorove 的概率公理（用于逻辑概率）和 Zadeh 的隶属

函数（用作真值函数）组装的。推广的贝叶斯定理可以连接

两种概率，用它我们可以将似然函数和真值函数相互转换；

据此，我们可以用统计中的样本分布训练逻辑中的（模糊）

真值函数。这一概率框架是在作者在语义信息、统计学习和

颜色视觉的长期研究中发展而成的。本文首先介绍 P-T 概率

框架并且通过其应用于语义通信解释其中不同概率，然后解

释我们如何将这一概率框架和语义信息方法应用于统计学习、

统计力学，假设评价（包括证伪）、确证和贝叶斯推理。这

些理论上的应用显示了这一概率框架的合理性和实用性。这

一概率框架将有助于可解释的人工智能。为解释神经网络，

我们需要进一步研究。 
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Boltzmann 分布; 证伪; 逼真度；确证测度；乌鸦悖论；贝

叶斯推理。 

 

1. 引言 

1.1. 有不同概率存在还是一种概率有不同解释？ 

我们可以发现概率有几种不同解释：频率主义的、

逻辑的、主观的和倾向性解释[1,2]。差不多每个学派

都相信它的解释是正确的。然而，我们可以看到不同学

派有不同优点。比如，Shannon（香农）信息论[3]是客

观的频率主义概率的成功例子。最大似然方法[4]是统



 

 

计学习不可缺少的工具，它使用客观概率（样本分布）

也使用主观概率（似然函数）。使用贝叶斯推断

（Bayesian Inference）[5]的贝叶斯主义者不仅相信概

率是主观的，还相信预测模型(θ)是主观的并且有其

先验分布。贝叶斯推断也有许多成功的应用。使用倾向

性解释[6]，我们可以解释物理世界随机性的客观性和

优化的似然函数的客观性。如 Hájek [2]指出，上面的

多种解释应该是互补的；我们需要“保留物理逻辑的

(或证据的)以及主观的概率的独特概念，用一个丰富

多彩的花环把它们连接在一起。”本文努力也是朝这一

方向。 

在这个方向遇到的第一个问题就是：只存在有一

种概率——它们有几种不同解释——还是存在几种不

同概率？在《科学发现的逻辑》中[7](pp.252-258)，

Popper（波普尔）区分了两种概率：一个假设被判断为

真的概率和一个事件发生的概率。他认为两种概率是

不同的。即使我们考虑一个假设的概率，我们也不能像

Reichenbach（莱辛巴赫）那样，用一个概率同时表示

假设的逻辑概率和它出现的概率[7](p.252)。Carnap
（卡尔纳普）[8]也区分概率 1（逻辑概率）和概率 2（统

计概率）。 

Galavotti[1]在回顾概率的历史时写道： 

“自从概率诞生起，它就带有奇怪的双重意义的

特点。如 Kacking 所描述: 概率是‘两面神雅努斯的

面孔。一面是统计的，涉及偶然过程的随机性定律；另

一面是认识论的，用于评估命题的合理的可信度——

偏离统计背景。’” 

显然，Popper和Carnap并不孤单。我同意Popper
和 Carnap 的观点：存在两种不同的概率——统计概率

和逻辑概率。我认为统计概率有频率主义的、主观的和

倾向性解释。 

一个假设或标签的统计概率也就是该假设被选择

的概率。我们用一个例子解释一个假设有两个不同概

率：被选择 的概率和逻辑概率。 

例 1. 假定有五个标签：y1 = “小孩”、y2 =“年轻人

”、 y3 = “中年人”、y4 =“老年人”和 y5=“成年人”。 假
定有一万个有不同年龄的人通过一道门，让门卫来判

断来人 x 是否是成年人或判断“x 是成年人”是否是真

的。如果有 7000 人被判定为成年人，那么“成年人”的
逻辑概率就是 7000/10000=0.7。如果门卫的任务改为:
从五个标签选一个为每个人贴上一个标签。这时候可



 

 

能只有 1000 个人被贴上“成年人”标签。“成年人”的统

计概率是 1000/10000=0.1。为什么 y5 被选择的概率小

于其逻辑概率？原因是：其他 6000 人被贴上了“年轻

人”，“中年人”或“老年人”的标签。换句话说，原因是：

一个人只能使一个标签的选择概率增加 1/10000， 但
是却能使两个或多个标签的逻辑概率增加 1/10000。比

如，一个 20 岁的人可以同时使“年轻人”和“成年人”的
逻辑概率增加 1/10000。 

一个极端的例子是：一个永真句——比如“x 是成

年人或不是成年人”——的逻辑概率是 1，而其统计概

率差不多是 0，因为它极少被选择。 

从上面例子我们能看出： 

1. 一个假设或标签 yj有两种概率：逻辑概率和被选

择概率。如果我们用 P(yj)表示 yj 的统计概率就不

能用 P(yj)表示 yj 的逻辑概率。 

2. 统计概率是归一化的（总和是 1），而逻辑概率不

是归一化的；一般情况下，逻辑概率大于统计概率。 

3. 给定一个人的年龄的时候，五个标签的真值之和

也大于 1。   

4. “成年人”的逻辑概率和人口年龄的先验概率分

布 P(x)（它是统计概率）相关。显然，从一个学校

大门和一个医院大门获得的“成年人”的逻辑概率

是不同的。 

用上面方法计算的逻辑概率符合 Reichenbach 的

概率的频率主义定义[9]。但是 Reichenbach 并不区分

逻辑概率和统计概率。 

在流行的概率系统中，比如 Kolmogorov （柯尔

马戈夫）[10]定义的公理系统中，所有概率都用“P”
表示，使得我们不能同时使用两种不同概率，也不便确

定“P”表示统计概率还是逻辑概率，比如在流行的确

证测度中[11]。 

Popper 抱怨 Kolmogorov 的概率系统说：“他假

定在 P(a, b)中，a 和 b 是集合，这样就排除了其他解释

比如逻辑解释——据此 a 和 b 是叙述（或命题，如你

愿意）。”[7](pp. 330-331）这里 P(a, b)是条件概率，现

在应写作 P(a|b)。 

在《猜想和反驳的新附录》(New Appendices of 
Conjectures and refutations [7], pp. 329-355)中，Popper
提出自己的概率公理化系统. 在他的系统中，P(a|b) 中



 

 

的 a 和 b 可以是集合、谓词、命题、等等。然而，Popper
也还是只用“P”表示概率， 因而他的公理系统并不同

时使用统计概率和逻辑概率。 因为这一原因，Popper
的概率系统并不比Kolmogorov的概率系统更加实用。 

为了区分统计概率和逻辑概率并且同时使用两者，

我[12]提出用两个不同的符号“P”和“T”区别统计概率

（包括似然函数）和逻辑概率（包括真值函数）。在我

早期文章中[13-15]，我用“P”表示客观概率，用 Q 表示

主观概率和逻辑概率。因为主观概率也是归一化的并

且是用“=”而不是 ϵ（属于）定义的（见 2.1 节），我现

在仍然用“P”表示主观概率。 

1.2. 推广逻辑遇到的问题：一个概率函数会是一个真
值函数？ 

Jaynes（杰尼斯） ([16], pp.651-660)做了类似于

Popper 的努力——改进 Kolmogorov 的概率系统。他

是一个著名的贝叶斯主义者，但是也承认我们需要频

率主义的概率，比如表示样本分布的概率。他证明了

Boltzmann（波尔茨曼）熵和 Shannon 熵之间存在等

价关系，其中概率是频率主义的或客观统计的。他总结

道：概率理论是逻辑的推广。在他的著作中[16], 他用

了很多例子说明很多科学推理是概率的。 然而，他的

概率系统缺少真值函数——它们是多值的或模糊的—
—作为推理工具。 

一个命题有一个真值；含有相同谓词和不同主语

的所有命题的真值构成一个真值函数。在经典逻辑（二

值逻辑）中，一个集合的特征函数也就是一个假设的真

值函数。假定有一个谓词（或命题函数）yj(x) = “x 有
性质 aj"， 且集合 Aj 包含具有性质 aj的所有 x。则 Aj 
的特征函数就是 yj(x)的真值函数. 比如，x 代表一个年

龄（或一个年龄为 x 的人）, 年龄≥18 的人被定义为“成

年人”。那么，包含所有年龄大于或等于 18 岁的人的

集合是 Aj=[18, ∞). 它的特征函数也就是谓词“x 是成

年人”的真值函数 (见图 1).  

如果我们推广二值逻辑到连续值逻辑，真值函数

应该在 0 和 1 之间变化。假定一组年龄在 60 岁的人的

个数是 N60， 其中有 N60*个人被称为年老的，那么命题

“一个 60 岁的人是年老的”的真值就是 N60*/N60。这个

真值大概是 0.8。如果 x= 80, 则真值应该是 1.  

根据概率的逻辑解释，一个概率应该是一个连续

的逻辑值（真值），并且一个条件概率函数 P(yj|x) （带



 

 

有可变的 x）是一个真值函数（即模糊真值函数）。

Shannon 称 P(yj|x)为转概率函数(TPF,即 Transition 
Probability Function)[3](p.11)。下面我们用一个例子

解释为什么转移概率函数并不是真值函数，解释人脑

怎样使用概念外延（能用真值函数表示）思考。 

例 2 （参看图 1）. 假定我们知道人口年龄先验

分布 P(x)和后延分布 P(x|"成年人") and P(x|"老年人

"), “成年人(adult)”的外延是清晰的而“老年人（elder）”
的外延是模糊的。求解标签“成年人”和“老年人”的真

值函数或外延。 

 

Figure 1. 求解标签“adult”（“成年人”）和“elder”
（“老年人”）的真值函数——用先验和后延概率

分 布。 人脑 可 以 猜测 “adult” 的真值函数

T(“adult”|x) 或外 延  ( 青色虚线 ) — — 根据

P(x|”adult”)和 P(x)，并且估计“elder” 的真值函

数  T(“elder”|x) (紫色虚线 )或外延——更具

P(x|”elder”)和 P(x). 等式  (12)和  (22)是计算 
T(“adult”|x)和 T(“elder”|x)的新公式. 

根据现存的概率理论，包括 Jaynes 的概率理论，

我们不能从 P(x) 和 P(x|yj)获得真值函数，也不能获得

转移概率函数 P(yj|x) 。因为根据贝叶斯定 理

P(yj|x)=P(x|yj)P(yj)/P(x)，没有P(yj)我们得不到 P(yj|x)。
但是人脑能估计 yj 的外延——从 P(x)和 P(x|yj)，虽然

没有 P(yj) (见图 1). 用这样的外延，即使 P(x)变了，人

脑仍然能预测 x 的后延概率分布并且给 x 分类。  

这个例子说明： 



 

 

 现存的概率理论缺乏人脑使用的方法——1）估计

一个标签的外延（归纳方法），2）使用该外延为

条件做推理或预测（演绎方法）。 

 转移概率函数和真值函数是不同的，因为一个转

移概率函数和多少标签使用有关，而真值函数于

此无关。 

1.3. 区分（模糊）真值和逻辑概率——使用Zadeh（

扎德）的模糊集合论 

Dubois 和 Prade [17]指出：存在一个混淆传统—

—研究者经常混淆假设的可信度（逻辑概率）和命题的

真值；要做逻辑运算，我们只能用真值而不能用可信度

（degree of belief）或逻辑概率。我同意他们这一看法。

7.2 节将讨论为什么我们不能直接用逻辑概率做逻辑

运算。下面我们进一步区分逻辑概率和（连续或模糊的）

真值。 

语句“x 是年老的”（x 是一群人中的一个）是一

个命题函数，而“那个男人是年老的”是一个命题。前者

有一个逻辑概率，后者有一个真值。因为命题函数包含

一个谓词（predicate）“x 是年老的 y”和 x 的论域（x
是一群人中的一个），我们也称命题函数为谓词。因此，

我们需要区分谓词的逻辑概率和命题的真值。 

然而，在上面谈到的概率系统中，要么我们不能区

分谓词的逻辑概率和命题的真值（比如Kolmogorov的

概率系统中），要么真值是二元的（比如 Carnap[18]
和 Reichenbach [9]概率系统中）。 

在 Carnap 的概率系统中[18]，谓词的逻辑概率和

先验概率分布 P(x)不相关。从例 1 看，两者是相关的。 

Reichenbach [9]使用二元逻辑的统计结果定义两

个命题序列（即谓词）的逻辑表达式的逻辑概率，没有

使用连续的真值函数；并且没有区分逻辑概率和统计

概率。 

因此，上述概率系统作为逻辑的推广是不能令人

满意的。有幸的是，Zadeh 的模糊集合论 [19,20]比上

面的概率系统提供了更多我们需要的东西。 因为实例

xi 在模糊集合 θj 上的隶属度就是命题 yj(xi)=“xi 在 θj

中”的真值。一个模糊集合 θj的隶属函数就等价于一个

谓词 yj(x)的真值函数。Zadeh[20]提出的模糊事件的概

率就是谓词的逻辑概率（可惜他仍然用“P”表示）。



 

 

Zadeh[21]认为模糊集合理论和概率论是互补的而不

是竞争的；模糊集合论可以丰富我们的概率概念。 

然而，让一个机器获得真值函数或隶属函数仍然

是困难的。 

1.4. 我们能用样本分布优化真值函数或隶属函数吗？ 

虽然模糊集合论在知识表达、模糊推理和模糊控

制领域取得了显著成绩，但是用它做统计学习还是不

行，因为隶属函数通常是专家定义的而不是从统计获

得的。 

一个样本包含许多样例。比如(x: 年龄, y:标签)是
一个样例。一个样本中有许多样例，比如：(5, “小孩”), 
(20, “年轻人”), (70, ”老年人”) …。后验概率分布

P(x|yj)表示一个样本分布或子样本分布。统计学习的

核心方法是用一个样本分布 P(x|yj)优化一个似然函数

P(x|θj)（θj是一个预测模型或模型参数）。我们也希望

能用样本分布优化真值函数或隶属函数，以便连接统

计和逻辑。 

在这个方向上一个有意义的进步是汪培庄[22,23]

提出的随机集落影理论。根据该理论，一个模糊集合是

一个随机集合产生的；随机集合的取值是一个范围，比

如“年轻人”的随机集合取值是 15-30 或 18-28。有了

许多这样的范围，我们就能计算任一 x 在这些集合上

中的比例。比例的极限就是 x 在相应的模糊集合上的

隶属函数。 

然而，要获得真值函数或隶属函数仍然是困难的，

原因是现实生活中存在很多单实例的样例，比如(70, "
老年人"), (60, "老年人"), 和 (25, "年轻人"), 但是很少

存在带有标签的范围——比如(15-30, "年轻人")——作

为样例。 

因为上面原因，模糊数学在统计学习中的表现远

远不如在专家系统中的表现那么好；很多统计学家拒

绝使用模糊集合。 

1.5. 目的、方法和本文结构 

很多研究者想统一概率和逻辑。一个自然的想法

是合理地定义一个逻辑概率系统，如 Keynes [24], 
Reichenbach [9], Popper [7], 和 Carnap [18]所做的那

样。有些研究者使用概率作为逻辑变量建立概率逻辑

[25], 比如 Reichenbach [9] 和 Adams [26]建立的两种



 

 

概率逻辑。也有许多研究者继续 Zadeh 的努力，统一

概率和模糊集合[27,28,29]。参看[25]可见很多将经典逻

辑概率化的努力. 

 

我的努力有些不同。我也继续 Zadeh 的努力将经

典逻辑概率化（即模糊化），但是我想同时使用统计概

率和逻辑概率并且使两者兼容——这意味着在样本很

大时，逻辑推理的结果等于统计推理的结果。简言之，

我想统一统计和逻辑，而不仅是概率和逻辑。 

一个概率框架是一个由若干随机变量（取值于一

个或多个论域）的概率构成的数学模型。比如，Shannon
的通信数学模型是一个概率框架。P-T 概率框架包含统

计概率（用“P”表示）和逻辑概率（用“T”表示）。我们

可以称 Shannon 的概率框架为 P 概率框架。 

本文的目的是提出 P-T 概率框架并检验这一框架

——通过其应用于语义通信、统计学习、统计力学、假

设评价（包括证伪）、确证和贝叶斯推理。 

主要方法是： 

1. 使用统计概率框架即 Shannon 使用的 P 概率框

架，加上 Kolmogorov 的概率公理（为了逻辑概

率）和 Zadeh 的隶属函数（用作真值函数），形

成 P-T 概率框架； 

2. 用新的贝叶斯定理，即贝叶斯定理 3，建立真值函

数和似然函数之间的联系，以便我们用（统计中的）

样本分布优化（逻辑中的）真值函数； 

3. 使用 P-T 概率框架和语义信息公式 1）表达逼真

度和检验严厉性，2）推导出两个实用的确证测度

和几个新公式，从而丰富贝叶斯推理（包括模糊三

段论）。 

P-T 概率框架是在我先前的语义信息 G 理论（后

面简称 G 理论，G 意味着 Shannon 信息论的推广）

[12,14,15] 和统计学习研究中逐步形成的。我在本文首

次把它命名为 P-T 概率框架，并且连同其哲学背景和

应用一并介绍。  

本文其余本分结构如下。第 2 节定义 P-T 概率框

架。第 3 节解释这一框架——通过它在语义通信、统计

学习和统计力学中的应用。第 4 节显示这一框架和语

义信息测度如何支持 Popper 关于科学进步和假设检

验的思想。第 5 节介绍两个实用的确证测度——分别



 

 

用于医学检验和澄清乌鸦悖论。第 6 节总结各种贝叶

斯推理公式并介绍一个兼容布尔代数的模糊逻辑。第 7
节讨论一些问题——包括用理论应用说明 P-T 概率框

架的合理性和实用性。第 8 节是结论。 

2. P-T概率框架 

2.1. Shannon使用的概率框架（用于电子通信） 

Shannon 使用频率主义的概率系统[30]构建 P 概

率框架，它包含两个随机变量和两个论域：  

定义 1 （Shannon 用的 P 概率框架）： 

 X 是一个离散随机变量，它取之 x ϵ X, X 是一个

论域 {x1, x2, …, xm}; P(xi) = P(X=xi) 是事件 X = xi

的相对频率的极限。在下面应用中，x 表示一个实

例或一个样本点. 

 Y 是一个离散随机变量，它取值 y ϵ Y = {y1, y2, …, 
yn}; P(yj) = P(Y=yj). 在下面应用中，y 表示一个标

签，假设或一个谓词. 

 P(yj|x) = P(Y=yj|X=x) 是一个转 移概 率函数

(Transition Probability Function (TPF)，Shannon 如

此命名 [3]).  

Shannon 称 P(X)是信源，P(Y)是信宿，P(Y|X)是
信道（见图 2（a））. 一个 Shannon 信道是一个转移

概率矩阵或一组转移概率函数： 
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   

，

  

(1) 

意思是等价表示。一个 Shannon 信道或一个转移概

率函数可以被当做一个预测模型——产生 x 的后验概

率分布: P(x|yj), j=1,2,…,n (见等式 6)。 

2.2. P-T概率框架用于语义通信 

定义 2（P-T 概率框架）： 

 yj 是一个标签或假设, yj(xi)是一个命题, yj(x)是一

个命题函数. 我们也称 yj 或 yj(x)是一个谓词. θj 

是论域 X 上的模糊子集, 它被用来接收命题函数

yj(x) 的语义(yj(x)= “x ϵ θj”= ”x 属于 θj”=”x 在 θj



 

 

中”).  θj 也被当做一个预测模型或一组模型参数

——用于构造真值函数. 

 用“=”定义的概率是统计概率, 比如 P(yj) = P(Y = 
yj)是统计概率；用 “ϵ”定义的概率是逻辑概率， 
比如 P(X ϵ θj)是逻辑概率. 未了区分 P(Y = yj)和
P(X ϵ θj), 我们定义 T(yj)=T(θj) = P(X ϵ θj) 为 yj 的

逻辑概率。  

 T(yj|x) = T(θj|x) = P(x ϵ θj) = P(X ϵ θj|X = x)是 yj 
的真值函数，也是 θj 的隶属函数。它在 0 和 1 之

间变化，并且最大值是 1。 

根据 Tarski 的真理论 [31], P(X ϵ θj)等价于 P(“X ϵ 
θ” 是真的) = P(yj 是真的). 根据 Davidson 真值条件

语义学 [32], yj 的真值函数确定了 yj 的语义（形式语

义）。 一组真值函数 T(θj|x), j = 1,2…n 构成一个语义

信道: 

 

(2) 

图 2 图解了 Shannon 信道和语义信道。 

 

  

         (a)                           (b)  

图 2. Shannon 信道和语义信道。 (a)P 概率框架

描述 Shannon 信道; (b)P-T 概率框架描述语义信

道。一个隶属函数确定了 yj 的语义，一个模糊集

合 θj 可能被另一个部分覆盖或包括。 
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2 1 2 2 2 2

1 2

( | ) ( | ) ... ( | ) ( | )

( | ) ( | ) ... ( | ) ( | )
( | ) .

... ... ... ... ...

( | ) ( | ) ... ( | ) ( | )

m

m

n n n m n

T x T x T x T x

T x T x T x T x
T X

T x T x T x T x

   
   



   

   
   
    
   
   
   



 

 

现在我们介绍逻辑概率和 Kolmogorov 概率之间

的联系. 在 Kolmogorov 的概率系统中，一个随机变量

所取的值是一个集合。我们用 2X 表示 X 的幂集（波乃

尔集）——它包括 X 所有可能的子集；用 Θ 表示随机

变 量 — — 它 取 值 θ ϵ {θ1, θ2, …, θ|2^X|}. 那 么

Kolmogorov 概率 P(θj)就是事件 Θ=θj 的概率，因为

Θ=θj 等价于 X ϵ θj, 我们有 P(Θ=θj)=P(X ϵ θj)=T(θj). 
如果 2X 中所有集合是清晰的，那么 T(θj) 就变成

Kolmogorov 概率.  

根据上面定义，我们有 yj的逻辑概率： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( | ).j j j i j i
i

T y T P X P x T x     
     (3)  

据此，逻辑概率是平均真值；真值是后延逻辑概率。

注意：一般说来，一个命题只有真值而没有逻辑概率。

比如，“每个 x 是白的”（其中 x 是一个天鹅）是一个

谓词，它有逻辑概率；而“那个天鹅是白的”只有真值。

统计概率 P(yj)等于逻辑概率 T(θj)（对于每个 j）只有

在下面两个条件成立时： 

 集合 θ 的论域只包含 2X 的某些子集且这些子集

构成 2X的一个划分——意味着任何两个子集是不

相交的。 

 每个 yj总是被正确选择。 

比如，Y 的论域是 Y={“非成年人”, “成年人”} 

或 {“小孩”, ”年轻人”, ”中年人”, ”老年人”}, Y 确定了

X 的一个划分. 如果这些标签总是被正确选择，则

P(yj)=T(θj) （对于每个 j）。许多人并不区分统计概率

和逻辑概率是因为他们假定两个条件总是成立的。而

实际上这两个条件一般是不成立的。很多人把

Kolmogorov 概率系统的应用许多场合时并没有区分

统计概率和逻辑概率，这时上述两个条件是必要的。然

而，后一个条件很少被提到。 

Carnap和Bar-Hillel [33] 定义的逻辑概率不同于

T(θj). 假定有三个原子命题 a, b, c. 一个最小项，比如

abc  (a and b and not c), 的逻 辑 概 率是 1/8; 
=bc abc abc  的逻辑概率是 1/4. 这样的逻辑概率和 x

的先验概率分布不相关。然而，逻辑概率 T(θj)和 P(x)
是相关的。 一个较小的逻辑概率不仅需要较小的外

延，也需要罕见的实例。比如, “x 是 20 岁”比“x 是

年轻的”有较小的逻辑概率，但是 “x 大于 100 岁” 



 

 

有较大的外延但是较小的逻辑概率（和“x 是 20 岁”
比）， 因为大于 100 岁的人是稀有的。 

在数理逻辑中，一个全称谓词的真值等于所有含

有该谓词的所有命题的逻辑乘，因此Popper和Carnap
得出结论：一个全称谓词的逻辑概率是 0。 这个结论

是怪异的。 但是, T(θj)是谓词 yj(x)自身（没有量词，

比如没有∀x）的逻辑概率. 它是平均真值。 为什么我

们这样定义逻辑概率？一个理由是：这一数学定义符

合字面定义——逻辑概率是一个假设被判断为真的概

率。 另一个理由是这样定义有助于推广贝叶斯定理。 

2.3. 三种贝叶斯定理 

有三种贝叶斯定理，它们分别是：贝叶斯 [34]定
义的, Shannon 使用的 [3] 和我发现的 [12]。 

贝叶斯定理 1: 它是贝叶斯提出的，可用

Kolmogorov 的概率表达。 假定有两个集合 A 和 B ϵ 
2X; Ac 和 Bc 是 A 和 B 的两个补集. 我们可用两个对称

的公式表达这一定理:  

T(B|A)=T(A|B)T(B)/T(A), 

T(A)= T(A|B)T(B)+ T(A|Bc)T(Bc),  (4) 

T(A|B)=T(B|A)T(A)/T(B),  

T(B)= T(B|A)T(A)+ T(B|Ac)T(Ac).  (5) 

注意：这里是一个随机变量，一个论域，两个逻辑

概率。 

贝叶斯定理 2：它可用 Shannon 使用的频率主义

的概率表达。这里有两个对称的公式： 

( | ) ( | ) ( )/ ( ),  ( ) ( | ) ( ),j j j j j i i
i

P x y P y x P x P y P y P y x P x 
         (6) 

( | ) ( | ) ( ) / ( ),   ( ) ( | ) ( ).j j j j j
j

P y x P x y P y P x P x P x y P y       

       (7) 

注意：这里有两个随机变量，两个论域，两个统计

概率。  

贝叶斯定理 3：它用在 P-T 概率框架中。这里有两

个不对称的公式： 



 

 

( | ) ( | ) ( )/ ( )  ( ) ( ) ( | ),j j j j i j i
i

P x T x P x T T P x T x     ，

   (8) 
( | )= ( ) ( | )/ ( ), ( ) 1/max[ ( | )/ ( )].j j j j jT x T Px Px T Px Px    

     (9) 

两个公式是不对称的是因为这里（等式左边）存在

一个统计概率和一个逻辑概率。两个公式的证明见附

录 I。  

等式（8）中 T(θj)是横向归一化常数，它使 P(x|θj)
的和为 1；而等式(9)中 T(θj)是纵向归一化常数，它使

T(θj|x)的最大值为 1.  

我们称等式（6）中 P(x|yj) 为贝叶斯预测, 称等式

（8）中 P(x|θj)是语义贝叶斯预测，称等式（8）是充

实贝叶斯公式。 在文献[27]中, Dubois 和 Prade 提到

过一个类似于等式（8）的公式——由 S. F. Thomas 和
M. R. Civanlar 更早提出.  

等式（9）可以直接写成 

 
( | )=[ ( | ) / ( )]/ max[ ( | ) / ( )].j j jT x P x P x P x P x  

    (10) 

2.4. 统计概率和逻辑概率之间的匹配关系 

怎样理解一个标签的外延？我们可以从样本学习。 

设 D 是一个样本 {(x(t), y(t))|t = 1 to N; x(t) ϵ X; 
y(t) ϵ Y}, 其中 (x(t), y(t))是一个样例；每个标签的使用

差不多是合理的。D 中所有带有标签 yj 的样例构成一

个子集 Dj.  

如果 Dj 足够大，我们可以从 Dj获得平滑的样本

分布 P(x|yj). 根据 Fisher 的最大似然估计 , 在
P(x|yj)=P(x|θj)时，Dj 和 θj之间的似然度最大。因此，

我们可以在 P 和 T 之间建立匹配关系，通过 

 P*(x|θj)=P(x|yj), j=1,2,…,n,     
     (11) 

其中 P*(x|θj) 是优化的似然函数。然后我们有优化的

真值函数:  

T*(θj|x) = [P*(x|θj)/P(x)]/max(P*(x|θj)/P(x))= 
[P(x|yj)/P(x)]/max(P(x|yj)/P(x)), j=1,2,…,n.  

 (12) 



 

 

使用贝叶斯定理 2, 可以进一步得到   

T*(θj|x)= P(yj|x)/max(P(yj|x)), j=1,2,…,n, (13) 

这意味着语义信道匹配 Shannon 信道。一个转移概率

函数 P(yj|x)表示标签 yj 的使用规则。因此，上面公式

(12) 和(13)反映 Wittgenstein（维特根斯坦）的思想: 
意义在于用法[35] (p.80).  

在我心中 “P-T”中的“-“ 意味着贝叶斯定理 3 和

上面两个公式, 它们起到统计概率和逻辑概率之间桥

梁的作用，因而可以作为统计和逻辑之间的桥梁。 

 现在我们可以解决例 2 中的问题（见图 1）。根据

等式（12），我们得到两个优化的真值函数 

      
T*(“adult”|x)=[P(x|”adult”)/P(x)]/max(P(x|”adult”)/

P(x)), 

     
T*(“elder”|x)=[P(x|”elder”)/P(x)]/max(P(x|”elder”)/

P(x)), 

no matter whether the extensions are fuzzy or not. 
After we obtain T*(θj|x), we can make new 
probability predictions P(x|θj) using Bayes’ Theorem 
III when P(x) is changed. 

不管两个标签的外延是否是模糊的。得到 T*(θj|x)后，

在 P(x)变化以后，我们仍然可以用贝叶斯定理 3 做概

率预测。 

在 Dempster-Shafer 理论中, mass（概率） ≤ belief
（可信度） ≤ plausibility（或然度） [36]. 上面 P(yj)
就是 mass, T(θj)就像是 belief。设 Y 有子集 Vj = {yj1, 
yj2,…}, 其中每个标签都不和 yj矛盾。我们定义 PL(Vj) 
= ∑k P(yjk)——它就像或然度. 我们也有 P(yj) ≤ T(θj) ≤ 
PL(Vj) 和 P(yj|x) ≤ T(θj|x) ≤ PL(Vj|x). 

下面我们证明等式（13）和汪培庄教授提出的隶属

函数的随机集统计方法兼容（参看图 3）。 

设在样本 D 中，P(x)是等概率的，这意味着对于

每个 x 存在 N/m 个样例。这样，曲线 P(yj|x)下的面积

就是 Dj中样例的个数。再设(xj*, yj)是所有带有标签 yj

的样例(x, yj)中个数最多的样例，其个数是 Nj*。那么，

我们就可以划分所有带有 yj的样例为 Nj*行，每一行可

以被当做一个集合值 Sk。 容易证明[37]，通过等式（13）



 

 

得到的真值函数就和通过随机集统计得到的真值函数

相同。 

 

图 3. 用等式（13）得到的优化的真值函数（虚线）

和用随机集统计得到的隶属函数相同[37]。Sk 是
一个集合值（细线）; Nj 是集合值的数目。 

如此得到的隶属函数符合 Reichenbach 关于逻辑

概率的频率解释。不过，我们需要区分来自两种不同统

计方法的两种不同概率。Popper 知道两种概率不同，

并且认为两种概率之间应该有某种联系[7] (pp.252-
258). 等式 (13)应该就是 Popper 想要的。 

然而，等式（12）和（13）需要 Dj 足够大，否则

P(yj|x)不平滑, 因而 P(x|θj)没有意义. 这种情况下，我

们需要用最大似然准则或最大语义信息准则优化真值

函数（见 3.2 节）。 

2.5. GPS指针和颜色感觉的逻辑概率和真值函数 

不仅自然语言传递语义信息，时钟、秤、温度表、

GPS 指针、股市指数……也传递语义信息，如 Floridi

指出[38]。我们可以用下面高斯真值函数（没有归一化

系数的高斯函数）作为 yj=”x 大约是 xj”的真值函数： 

T(θj|x)=exp[-|x-xj|2/(2σ2)]，    (14) 

其中 xj 是读数，x 是实际值，σ 是标准偏差。对于 
GPS 设备, xj 是 yj所指的位置（一个矢量）,  x 是实际

位置, σ 是误差平方的开方（ RMS， 即 Root Mean 
Square), 它表示 GPS 设备的准确性。  

例 3. GPS 设备在列车上，P(x)均匀分布在一条线

（轨道）上（见图 4），GPS 指针有偏差。请根据 yj找

出 GPS 设备最大可能位置. 



 

 

 
图 4. 图解 GPS 有偏差定位。圆点是所指位置，五

角星是人脑判断的最为可能位置，虚线是预测的

概率分布。 

使用统计概率方法，有人或许会认为 GPS 指针和

圆圈告诉我们一个似然函数 P(x|θj)或一个转移概率函

数 P(yj|x). 然而，它所提供的圆圈并不表示似然函数，

因为最为可能的位置不是 yj 所指位置 xj ； 它也不是

转移概率函数 P(yj|x)，因为我们不知道它的最大值。

合理的结论只能是：GPS 指针（和圆圈）提供了一个真

值函数。 

使用该真值函数,我们可以用等式（8）做语义贝叶

斯预测产生 P(x|θj), 据此，五角星就是最为可能的位

置。大多数人没用任何数学公式也能够做同样的预测，

说明人脑自动使用了类似方法——根据 yj 的模糊外

延和先验知识 P(x)做预测.  

一种颜色感觉也可以当做一个仪器的读数，它传

递语义信息[15]。在这种情况下，颜色感觉 yj的真值函

数也就是 x 和 xj 之间的混淆概率函数，逻辑概率 
T(θj)就是人眼把其他颜色和 xj相混淆的混淆概率。 

我们也能用混淆概率解释一个假设 yj 的逻辑概

率。设相应每个模糊集合 θj 存在一个柏拉图的理念 xj . 
那么 θj 的隶属函数或 yj 的真值函数也就是 x 和 xj 
之间的混淆概率函数[14]. 

就像 GPS 指针的语义不确定性一样，微观物理量

的语义不确定性也能用真值函数而不是概率函数表示。 

3. P-T概率框架用于语义通信、统计学习和约
束控制 

3.1. 从香农信息测度到语义信息测度 



 

 

Shannon 互信息被定义为 

 
( | )

( ; )= ( , ) log ,
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     (15) 

其中对数的底是 2. 如果 Y=yj, 则 I(X; Y) 变为

Kullback-Leibler (KL) 离散度： 

( | )
( ; )= ( | ) log .
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I X y P x y
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     (16) 

如果 X=xi, 则 I(X; yj) 变为  

( | ) ( | )
( ; )= log log .

( ) ( )
i j j i

i j
i j

P x y P y x
I x y

P x P y
  

    (17) 

用似然函数 P(x|θj)代替后验分布 P(x|yj), 我们有

yj 关于 xi的语义信息量：  

( | ) ( | )
( ; ) log =log .

( ) ( )
i j j i

i j
i j

P x T x
I x

P x T

 



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    (18) 

上面公式利用了贝叶斯定理 3. 其哲学意义将在第 4

节解释。如果 yj(xi)的真值总是 1, 那么上面公式就变

成 Carnap 和 Bar-Hillel 的语义信息公式 [33]。 

 上面语义信息公式不仅可以用来度量自然语言的

语义信息，也可以用来度量 GPS 指针、温度表或颜色感

觉的语义信息。在后面情况下，真值函数意味着相似性

函数或混淆概率函数。 

对不同的 xi 求 I(xi; θj)的平均，我们有平均语义信

息（量）： 

( | ) ( | )
( ; ) ( | )log = ( | )log

( ) ( )
i j j i

j i j i j
i ii j

P x T x
I X P x y P x y

P x T

 



 

,     (19) 

其中 P(xi|yj) (i =1,2,…) 是样本分布。该公式可以用来

优化真值函数. 



 

 

对不同的 yj 求 I(X; θj)的平均, 我们得到语义互信

息： 

( | )
( ; ) ( ) ( | ) log
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 (20) 

I(X; θj)和 I(X; Θ) 都能用作分类准则。我们也称 I(X; 
θj)为广义 Kullback-Leibler(KL) 信息，称 I(X; Θ) 为
广义互信息. 

 如果真值函数是高斯真值函数，I(X; Θ)就等于广

义熵减去平均相对平方误差: 

2 2( ; ) - ( )log ( ) ( , )( ) /(2 ).j j i j i j
j i j

I X P y T P x y x y       

   (21) 

因此，最大语义互信息准则类似于正则化最小平方误

差（RLS，即 the Regularized Least Squared Error）
准则，这一准则正在机器学习中流行. 

Shannon 在其著名文章[3]中提出保真度评价函数

——用于数据压缩。一个具体的保真度评价函数是信

息率失真函数 R(D) [39], 其中 D 是平均失真的上限；

设用 yj表示 xi 的失真量是 d(xi, yj)，其平均就是平均失

真；R 给定 D 时最小 Shannon 互信息。我们在第 3.3
节再联系随机事件的控制进一步介绍 R(D)函数。 

用 I(xi; θj)代替 d(xi, yj), 我发展了另一种保真度评

价函数 R(G) [12,15], 其中 G 是语义互信息 I(X; Θ)的
下限, R(G)是给定G时的最小Shannon互信息。G/R(G)
表示通信效率，其最大值是 1，这时候 P(x|θj)=P(x|yj) 
for all j. R(G)被称之为信息率逼真度函数 (4.3 节进一

步讨论). 它可以用于根据视觉分辨率做数据压缩

[15]，也可以用于混合模型和最大互信息分类的收敛证

明[12]. 

3.2. 优化自然语言的真值函数和据此分类 

 统计学习的一个重要任务是优化预测模型——比

如似然函数和 Logistic 函数——和分类. 因为用真值

函数和先验分布能产生似然函数，真值函数也能作为

预测模型，并且它有优点：在 P(x)改变时仍然可用。  



 

 

现在我们再考虑例 2。在样本Dj 不够大时，P(x|yj)
是不平滑的, 我们不能使用等式(12)或(13)获得一个平

滑的真值函数。这时，我们可以用广义 KL 公式得到连

续的真值函数。比如, 我们有优化的真值函数 

elder

elder
elder

elder
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*( | ) argmax ( |"elder")log .
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    (22) 

其中 “arg max ∑” 意思是通过选择参数 θelder 最大

化总和。在这种情况下,我们可以假设 T(θelder)是一个

Logistic函数: T(θelder)=1/[1+exp(-u(x-v))], 其中 u 和v 
是要被优化的两个参数. 如果我们知道 P(yj|x)而不知

道 P(x), 我们也可以假设 P(x)是常数从而获得样本分

布 P(x|yj) 和逻辑概率 T(θelder) [12].  

逻辑贝叶斯推理[12]是  

1) 从样本分布 P(x|yj)和 P(x) 获得优化的真值函

数 T*(θj|x)； 

2) 从 T*(θj|x) 和 P(x) 产生语义贝叶斯预测 
P(x|θj) .  

逻辑贝叶斯推理不同于贝叶斯推理 [5]. 前者使

用先验 P(x), 而后者使用先验 P(θ).  

在统计学习中，获得平滑的带参数的真值函数或

隶属函数叫做标签学习；而从哲学角度看，这叫标签外

延的归纳。  

在流行的统计学习方法中，两个互补标签（比如

“老年人”和“非老年人”）的学习是容易的，因为我

们可以使用一对 Logistic 函数作为带参数的转移概率

函数 P(θ1|x)和  P(θ0|x) 或两个带参数的真值函数

T(θ1|x)和 T(θ0|x)。然而，多标签学习是困难的 [40]，
因为我们不可能设计 n 个带参数的转移概率函数. 但
是，使用 P-T 概率框架，多标签学习也是容易的，因

为每个标签的学习是独立的[12]. 

使用优化的真值函数，我们可以把不同实例分类

到不同类别——使用分类器 yj = f(x). 比如，我们可以

把不同年龄的人贴上标签 “小孩”, “年轻人”, “成年人”, 
“中年人”和 “老年人”。使用最大语义信息准则， 分类

器是 
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   (23) 

该分类器的划分边界随人口年龄分布 P(x)改变而

改变。随着人口寿命的延长，真值函数 T*(θelder|x)中的

v 和“老年人”的划分边界都会增大[12]。 

最大语义信息准则兼容最大似然准则而不同于最

大正确率准则，它鼓励减少小概率事件的漏报。比如，

如果根据最大正确率准则我们会把超过60岁的人分类

到老年人类别， 那么根据最大语义信息准则，我们会

把 超过 58 岁的人分类到老年人类别，因为老年人比

非老年人或中年人少。要预测侧地震，如果使用最大正

确率准则，我们会永远预测“下周没有地震”。这样的

预测是没有意义的。如果使用最大语义信息准则，我们

应在某些情况下预测“下周可能地震”，即使这样预测

错误率较高。 

P-T 概率框架和 G 理论也能用来改进最大互信息

分类和混合模型（主要用于聚类）[12]. 

3.3. 真值函数作为分布约束函数用于随机事件的控制 

一个真值函数也是一个隶属函数，它可以被当做

一个随机事件的概率分布（或一个随机粒子的密度分

布）的约束函数。我们简单称之为分布约束函数。 

KL 离散度和 Shannon 互信息也能用来度量控制

随机事件的控制量。设 X 是一个随机事件， 
P(x)=P(X=x)是先验概率分布，X 可以是一个气体分子

的能量，一个加工零件的尺寸，一个国家中的某一个人

的年龄，等等。P(x)也可以是一个密度函数. 

如果 P(x|yj)是一个控制作用 yj发生后的后验密度

分布，那么 KL 离散度 I(X; yj)就是控制量（以比特为

单位）,它反映控制复杂性。如果理想的后验分布是 
P(x|θj), 那么有效控制量就是 

( | )
( ; ) ( | )log .

( )
i j

c j i j
i i

P x y
I X P x

P x
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    (24) 

注意：P(xi|θj)在 “log” 左边儿不是右边. 对于广义 KL

信息 I(X; θj), 在预测 P(x|θj)接近事实 P(x|yj)时，信息

量 I(X; θj)接近最大；而对于有效控制量 Ic(X; θj), 在事

实接近理想 P(x|θj)时，有效控制量, Ic(X; θj) 接近最大。



 

 

一个不适当的后验分布 P(x|yj)可能使有效控制量 
Ic(X; θj)小于 0。 

 一个真值函数用作分布约束函数意味着： 

1-P(x|yj) ≤ 1-P(x|θj) = 1-P(x)T(θj|x)/T(θj), 
for T(θj|x)<1.       (25) 

如果 θj 是清晰集合，上述条件意味着 x 不能在 θj 之

外。如果 θj 是模糊集合, 它意味着 x 在 θj 之外的比

例应被限制。有很多分布 P(x|yj) 满足上面条件, 但是

只有一个需要最小 KL 信息 I(X; yj). 比如，设 xj 使
T(θj|xj)=1；如果 x=xj 时 P(x|yj)=1，且 x≠xj 时 P(x|yj)= 
0。那么 P(x|yj) 满足上面条件，但是这一 P(x|yj)需要

的信息 I(X; yj)或控制量并不是最小的. 

 我提出信息率容差函数 R(Θ) [41]——它是复杂

性失真函数 R(C) [42] 的推广。和信息率失真函数不同，

复杂性失真函数的约束条件是每个失真 d(xi, yj)=(xi-
yj)2 小于给定值 C, 这意味着约束集合大小是相同的。

和 R(C)的约束条件不同, R(Θ)的一组约束集合是模糊

的，并且大小不同。我已经得到结论 [14,15]: 

 对于给定的一组约束分布 T(θj|x) (j=1, 2, …, n) 
和 P(x), 在 P(x|yj)=P(x|θj)=P(x)T(θj|x)/T(θj)时,  
KL 信息 I(X; yj)和 I(X; Y) 达到最小值，有效控制

量 Ic(X; yj) 和 Ic(X; Y)达到最大值。如果每个集合 
θj 是清晰的, 则 I(X; yj)= -logT(θj)，I(X; Y)= -∑j 
P(yj)logT(θj). 

 一个信息论失真函数 R(D) 等价于一个信息率容

差函数 R(Θ), 我们能用含有真值函数或分布约

束函数的语义互信息公式表达它们(详见附录 II)。 
但是一个 R(Θ)函数可能并不等价于一个 R(D)函
数，因此 R(D)是 R(Θ)的特例. 

设 dij=d(xi, yj) 是我们用 yj 表示 xi 时的失真或损

失， D 平均失真上限。对于给定 P(x), 我们能获得

Shannon 互信息最小值即 R(D)。R(D)函数的参数形式 
[43] (P. 32)包括两个公式: 

( ) ( ) ( )exp( ) /

( ) ( ) ( ) ln ,  ( )exp( ),

ij i j ij i
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，

   (26) 



 

 

其中 s=dR/dD ≤ 0 反映 R(D)的斜率。 P(y|xi)的后延分

布是 

( | ) ( )exp( ) /i ij iP y x P y sd  ,     

   (27) 

它使 I(X; Y) 达到最小值.  

 因为 s ≤ 0, exp(sdij)的最大值是 1（当 s=0 时）。 
一个常用的失真函数是 d(xi, yj)=(yj-xi)2. 对于这一失真

函数， exp(sdij)是一个没有系数的高斯函数。因而，

exp(sdij)能被当做真值函数或分布约束函数 T(θxi|y)—
—其中 θxi 是 Y （而不是 X）上的模糊子集; λi 能被

当做 xi的逻辑概率 T(θxi) 。 现在我们能看出等式 (27)
实际上是一个语义贝叶斯公式（在贝叶斯定理 3 中)；
一个 R(D)函数可以被表达为带有真值函数的语义互信

息公式，它等价于一个 R(Θ)函数 (详见附录 II). 

 在统计力学中，类似于上述分布 P(y|xi)的是 
Boltzmann 分布 [44]  

( | ) exp( ) / ,   exp( )i i
i

i

e e
P x T Z Z

kT kT
    ,  

     (28) 

其中 P(xi|T) 一个粒子在第 i 种状态的概率或密度，

该粒子的能量是 ei; T 绝对温度，k 是 Boltzmann 常数

, Z 是划分函数。  

 如果用 ei 表示第 i 种能量, Gi 是带有 ei 的状态个

数（简并度），G 是所有状态的个数，那么 P(xi)=Gi/G 
就是先验分布。于是, 上面公式变成   

( | ) ( )exp( ) / ',   ' ( )exp( )i i
i i i

i

e e
P x T P x Z Z P x

kT kT
   

.    (29) 

现在我们能看出 exp[-ei/(kT)] 可以看作真值函数

或分布约束函数，Z’ 可以看作逻辑概率，等式（29）

可以看作是贝叶斯定理 3 中的语义贝叶斯公式.  

对于局域平衡系统, 系统的不同区域有不同温度。

借助于真值函数或分布约束函数，我 [14] (pp. 102-

103)推导出最小Shannon互信息 R(Θ)热力学熵之S间

的关系 (详见 Appendix III): 

R(Θ) = lnG – S/(kT).       
   (30) 



 

 

该公式表明，最大熵原理等价于最小互信息原理。 

4. P-T概率框架和G理论如何支持 Popper思
想 

4.1. 语义信息测度如何支持Popper的科学进步思想 

早在 1935，Popper 在《科学发现的逻辑》 [7]就

提出：一个假设逻辑概率越小，就越容易被证伪，因而

含有更多的经验信息。他说：:  

“一个理论的经验信息量或其经验内容随着其

证伪度增加而增加。” (p. 96) “一个叙述的逻辑

概率和其证伪度是互补的，它增加的时候证伪度减小。 

“(p. 102)  

但是，Popper 没有提出语义信息公式。1948 年，

Shannon 提出著名的信息理论——使用统计概率[3]. 
1950年, Carnap 和Bar-Hillel 提出语义信息测度——

使用逻辑概率: 

Ip=log(1/mp),        
  (31) 

其中 p 是一个命题， mp 是逻辑概率。 然而，这个公

式和实例（它使命题为真或为假）不相关，因此，它能

反映检验的严厉性，不能反映 p 是否能很好地经得起

检验。   

1963 年, Popper 出版了《猜想和反驳》[45]。在

这本书中，他更明确肯定科学理论的意义是传递信息。

他说： 

“凡是包含更大量的经验信息或内容的理论，也

即在逻辑上更有力的理论，凡是具有更大的解释力和

预测力的理论，从而可以通过把所预测的事实同观察

加以比较而经得起更严格检验的理论，就更为可取。

总之，我们宁取一种有趣、大胆、信息丰富的理论，

而不取一种平庸的理论。” [45] (p.294). 

在这本书中，Popper 还提出用 [45] (p.526) 

P(e, hb)/P(e, b) or log[P(e, hb)/P(e, b)] 

表示假设如何经得起严厉检验，其中 e 是支持理论 h
的证据，b 是背景知识，P(e, hb) 和 P(e, b) 在 [45] 中
是条件概率——其现代形式是 P(e|h,b)和 P(e|b)。和 
Carnap 和 Bar-Hillel 的语义信息公示不同，上面公式



 

 

能反映 e 支持 h 有多好。但是, P(e, hb)是 e 的条件概率，

不易被解释为逻辑概率；因而，我不能说  log[P(e, 
hb)/P(e, b)]表示语义信息量. 

后来其他人又提出不少语义信息或广义信息测度

[38,46,47]. 相比之下，我的语义信息测度更加支持

Popper的科学评价理论。我们用一个例子说明其性质。  

设 yj 是 GPS 指针或假设 “x 大概是 xj”。其真值

函数是 exp[-(x-xj)2/(2σ2)] (见图 5)。那么，我们有语义

信息: 

2 2
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  (32) 

 

Figure 5. yj 关于 xi 的语义信息量可以代表 xj 反
映  xi 的逼真度。  当实际的  x 是  xi, 真值是

T(θj|xi)=0.8; 信息是 I(xi; θj)= log(0.8/0.35)=1.19 
bits. 如果 x 超出一定范围, 信息是负的. 

图 5 显示真值函数和语义信息随 x 变化。P(xi)小
意味着 xi 是意外的; P(xi|θj)大意味着预测是正确的; 
log[P(xi|θj)/P(xi)]表明 yj 经受 xi 的检验有多严厉有

多好。T(θj|xi)大意味着 yj 是真的或接近真; T(θj)小意

味着 yj 是精确的。 因此, log[T(θj|xi)/T(θj)]表明 xj 反
映 xi的逼真度。意外性、正确性、可检验性、真、精确、

逼真、偏差都调和在一个公式中了。  

图 5 表明：逻辑概率越小，信息量越大；偏差越

大，信息量越小；一个错的假设提供的信息是负的。根



 

 

据这一信息测度，永真句和矛盾句的信息量为 0。这些

结论符合 Popper 思想。 

4.2. 语义信息测度如何支持Popper的证伪思想 

 Popper 肯定：逻辑概率较小的假设容易被证伪，

如果它经得起检验，它就提供更多信息。计算 I(x; θj)的
语义信息公式反映这一思想。Popper 肯定：一个反例

可以证伪一个全称假设。广义 KL 信息公式（等式(19))
支持这一观点。一个全称假设的真值函数取值只有 0 或

1。如果存在一个实例 xi 使得 T(θj|xi)=0, 那么 I(xi; θj) 
就是-∞. 平均信息 I(X; θj)也是-∞, 它证伪全称假设.  

Lakatos （拉卡托斯）部分接受了 Kuhn（库恩）

关于证伪的思想。他指出 [48]：在科学实践中，当观察

事实不符合一个理论（或假设）时，科学家并不轻易放

弃该理论。他们经常增加一些辅助假设到该理论或其

内核，使得该理论和辅助假设一起符合更多观察事实。

Lakatos 因此称他改进的证伪是精致证伪。 

Lakatos 是正确的，比如，根据科学的内核，一个

GPS 设备到三个卫星的距离确定了它的位置。然而，

要提供准确的定位，厂家还要考虑各种条件因素，包括

卫星几何、信号障碍、大气条件等等。但是 Popper 也
未必就是错的，因为我们能用下面理由解释： 

 Popper 主张科学知识通过重复猜想和反驳得到

增长。重复猜想应该包括辅助假设。  

 证伪并不是目的，它只是科学和非科学理论的划

界标准。科学的目的是预测经验事实提供更多信

息。科学家保留一个理论取决于它是否比其他理

论提供更多信息，因此，证伪假设不等于放弃假设。   

但是，这里仍然存在问题，那就是：一个被证伪的

理论怎样能提供比别的理论更多信息？根据平均语义

信息公式或广义 KL 信息公式，我们可以通过下面方法

提供平均语义信息：  

 增加预测的模糊性或降低预测精度到一个适当的

水平； 

 减少我们对一个预测规则或大前提的可信度。 

我们可以把一个全称假设变为一个不太确定的

全称假设，比如，我们可以把 “所有天鹅是白的” 改
成 “差不多所有天鹅是白的,” “可能所有天鹅是白

的,” 或 “天鹅是白的，确证度是 0.9”。      



 

 

GPS 设备是一个定量的例子。GPS 设备用 RMS 
或类似指标表示准确性(正确性和精确性)。GPS 地图上

围绕 GPS 指针的较大圆圈(见图 4)意味着较大的 RMS
即较低的准确性。如果一个 GPS 设备显示有较多的实

际位置超出了圆圈，但是不远，我们就可能并不放弃该

GPS 设备。我们可以假设它有较大的 RMS 并且继续使

用它。我们选择最好的假设类似于我们选择更高准确

性的 GPS 设备。 如果一个 GPS 设备可能指向错误方

向，我们可以通过降低可信度来减少平均信息损失[12]。  

4.3.逼真度（verisimilitude）：调和内容方法和相似
性方法 

在 Popper 早起著作中，他强调假设具有小逻辑概

率的重要性，没有强调假设的真。但是在 Popper 后来

的著作《实在论和科学的目的》 [49]中, 他解释科学

的目的在于更好的理论解释——符合事实因而是真的, 
即使我们并不知道或不能证明理论是真的 . Lakatos 
[50] 因此指出：Popper 的科学游戏和科学目的是矛盾

的。科学游戏包含大胆猜想和严厉反驳，而猜想不必是

真的；然而，科学的目的包含发展真的或似真的理论—

—关于独立于心的世界的理论。Lakatos 批评和 Popper

的逼真度概念相关。  

Popper [42] (p.535) 提供了一个逼真度公式: 

0                            ,

( ) 1,                        ,

[1 ( )] / [1 ( )],             

a

Vs a a

P a P a


 
  

， 如果 是永真句

如果 是矛盾句

否则。

  

     (33) 

其中 a 是一个命题, 1-P(a)意味着信息内容。 这个公式

意味着逻辑概率越小，信息内容越多，因此逼真度越高。

Popper 希望 Vs(a)在-1 和 1 之间变化。但是根据这一

公式, Vs(a)不会出现在-1 和 0 之间。更严重的问题是，

他只利用了逻辑概率 P(a), 没有使用命题 a 的真值, 
或者说没有使用结果——它可能比别的结果更接近真

[51], 以至于上面公式没有表达预测和结果之间的相

似性。Popper 后来承认这一错误因而强调：我们需要

符合真实世界的真的解释理论[49]。  

现在研究者使用三种方法解释逼真度[52]: 内容

方法、结果方法和相似性方法。因为后两个是相关的并

且明显不同于内容方法，于是逼真度理论按惯例被分

为两个对立阵营：内容方法和相似性方法 [52]. 内容方



 

 

法强调检验的严厉性，和相似性方法不同， 后者强调

假设的真或接近真。有些研究者认为内容方法和相似

性方法是不可调和的[53], 就像 Lakatos 认为 Popper
的科学游戏和科学目的是矛盾的。但是也有研究者，比

如 Oddie [52], 试图试图结合两种方法。不过他们也认

为结合是不容易的。 

本文继续 Oddie 等人的努力。使用语义信息测度

作为逼真度或似真度（truthlikeness）, 我们能容易地

结合内容方法和相似性方法。 

在等式 (32)和图 5 中, 真值函数 T(θj|x)也就是混

淆概率函数，它反映 x 和 xj的相似性。 xi (或 X=xi)是
结果, xi 和 xj 在特征空间中的距离反映了相似性；

log[1/T(θj)]表示检验严厉性和潜在的信息内容。使用

等式 (32), 我们能容易解释经常谈到的例子[52]：为什

么“太阳有 9 个卫星” (实际有 8 个) 比 “太阳有 100 个

卫星”有更高的逼真度.  

另一个经常谈到的例子是怎样度量天气预报的逼

真度[52]。使用语义信息方法，我们能评价更实用的天

气预报。我们用矢量 x = (h, r, w) 表示一种天气，其中 
h 是温度，r 是降雨量，w 是风速。 设 xj = (hj, rj, wj) 是
预测的天气，xi = (hi, ri, wi)是实际天气 (即结果)。预测 
yj=“x 大概是 xj.” 为简单起见，我们假设 h, r, w 是相

互独立的。我们可用下面高斯真值函数： 

T(θj|x) = exp[-(h-hj)2/(2σh2)-(r-rj)2/(2σr2)-(w-wj)2/(2σw2)].
     (34) 

这一真值函数符合相似性方法核心——相似性取决于

两个实例(x 和 xj)之间的距离[52]。如果结果是 xi, 那
么命题 yj(xi) 的真值 T(θj|xi) 就是相似性，信息 I(xi; 
θj) =log[T(θj|xi)/T(θj)]就是逼真度——它差不多具有

使用三种方法所希望的所有性质。 

逼真度 I(xi; θj) 也和先验分布 P(x)相关. 不常见

天气的正确预测会比普通预测有更高的逼真度——在

两种预测都正确的情况下.  

现在我们可以解释：正则化误差平方准则越来越

流行是因为它类似于最大逼真度准则(参看等式 (21))。 

5. P-T概率框架和语义信息G 理论用于确证 

5.1. 确证的目的：为不确定三段论优化大前提的可
信度 



 

 

确证经常被解释为评估证据对假设的冲击（增量

确证）[11,54]或证据对假设的支持(绝对确证) 

[55,56]；确证都就是证据或数据支持的可信度 [57]。

研究者只研究用确证测度评估假设。已经存在各种各

样确证测度 [11]。我也提出两种不同确证测度[58]。

下面我联系科学推理简要介绍我的确证研究。 

在我的确证研究中，任务、目的和方法和流行的理

论中的任务、目的和方法少许不同。 

 确证的任务: 

只有大前提——比如 “如果医学检验是阳性，则

被检验者被感染” 和 “如果 x 是乌鸦，则 x 是黑

的”——需要确证；确证度在-1 和 1 之间变化。一

个命题，比如“汤姆是年老的”, 或一个谓词比如 
“x 是年老的” (x 是给定人群中的一个)不需要确

证。谓词 “x 是年老的”的真值函数反映“年老的”

语义，是由定义或习惯用法确定的。我们对一个命

题的可信度是命题的真值，对一个谓词的可信度

是谓词的逻辑概率。真值和逻辑概率在 0 和 1 之

间而不是-1 和 1 之间。 

 确证的目的: 

确证的目的不只为评估假设（大前提），也为概率

预测或不确定三段论。一个三段论需要一个大前

提，但是如休谟和 Popper 所说，要通过归纳获得

绝对正确的全称大前提——其论域是无限的——

是不可能的。但是，通过正反例的比例优化我们对

这样的大前提的可信度是可能的。使用确证度，我

们能做不确定好模糊三段论。因此，确证是根据经

验做科学推理的重要环节。 

 确证方法: 

我并不直接定义确证测度——像大多数研究者做

做的那样。我推导出确证测度——通过优化对大

前提的可信度，使用最大语义信息准则或最大似

然准则。这种方法也就是统计学习方法，其中证据

是样本。 

从统计学习的视角看，一个大前提来自一个分类

器或一个预测规则。下面我们使用医学检验作为例子

解释分类和确证之间的关系（参看图 6）。二元信号检

测和使用“老年人”和“非老年人”标签的人群分类是

类似的。西瓜和垃圾邮件分类也是类似的。  



 

 

在图 6 中，h1 表示感染的样品（或个人）, h0 表
示未感染的样品, e1 表示阳性，e0 是阴性。我们可以把

e1 当作预测 “h 被感染”，把 e0 当作预测 “h 未被感

染”。x 是 h 的观察特征；E1 和 E2 是 x 的论域中的两

个子集。如果 x 在 E1 中，我们选择 e1; 如果 x 在 E0

中，我们选择 e0。对于二元信号检测，我们使用信宿中

的“0” 或 “1”预测信源中的 0 或 1 ——根据接收到的

模拟信号 x。  

需要被确证的两个大前提是 “如果 e= e1 那么

h=h1”（记为 e1→h1）和“如果 e=e0 那么 h=h0”(记为 e0

→h0)。一个确证测度记为 c(e→h). 

 

 
图 6. 图解医学检验和二元分类用以接收确证。如

果 x 在 E1 中，我们用 e1 预测“h=h1”; 如果 x 在
E0中，我们用 e0 预测 “h=h0”. 

x’确定了一个分类。对于给定的分类或预测规则，

我们能获得一个样本，它包括四种样例：(e1, h1), (e0, h1), 
(e1, h0) 和 (e0, h0)。然后我们可以使用四种样例的数目

a, b, c, d (见表 1)构造确证测度。 

表 1. 确证用的四种样例个数 

 e0 e1 
h1 b a 
h0 d  c 

表中 a 是 (e1, h1)的个数；b, c, d 同理。绝对确证

测度可以表示为函数 f(a, b, c, d)， 其增量为  

Δf= f(a+Δa, b+Δb, c+Δc, d+Δd)- f(a, b, c, d). 

信息测度和确证测度用于不同任务。要比较两个

假设并选择较好的一个，我们使用信息测度。使用最大

语义信息准则，我们能找到最好划分点 x’ ，它能产生



 

 

最大互信息分类[12]。要优化对大前提的可信度，我们

需要确证测度。使用信息测度是为了分类，而确证测度

用在分类之后。 

5.2. 信道确证测度——评价分类作为信道 

一个二元分类确定一个 Shannon 信道，它包含四

个条件概率，如表 2 所示。 

表2.二元分类产生的四个条件概率构成一个香农

信道. 

 e0 (阴性) e1 (阳性) 

h1 (被感染)  P(e0|h1) = b/(a+b) P(e1|h1) =a/(a+b) 
h0 (未感染)  P(e0|h0) = d/(c+d) P(e1|h0) = c/(c+d) 

 

我们把谓词 e1(h)当做可信部分和不可信部分组合 
(见图 7)。e1 的可信部分的真值函数是 T(E1|h) ϵ {0,1}。
T(E1|h1) =T(E0|h0) =1；T(E1|h0) =T(E1|h0) =0。不可信部

分是永真句，其真值函数总是 1。然后我们有谓词 e1(h)
和 e0(h)的真值函数: 

T(θe1|h) = b1’ + b1T(E1|h);     (35) 

T(θe0|h) = b0’ + b0T(E0|h).     (36) 

模型参数 b1 是可信部分的比例；b1’=1-|b1| 是不

可信部分的比例，也是 y1(h0)的真值 T(E1|h0) (h0 是相

反实例)。b1’ 可以当作大前提 e1→h1的不信度。 

 

 
图7. 真值函数 T(θe1|h) 包括可信部分(比例是b1)

和不可信部分(比例是 b1’ = 1 − |b1|)。 

四个真值形成一个语义信道, 如表 3 所示. 



 

 

表 3. 两个不信度 b1’和 b0’确定一个语义信道. 

 e0 (阴性) e1 (阳性) 
h1 (被感染) T(θe0|h1) = b0’ T(θe1|h1) = 1 
h0 (未感染) T(θe0|h0) = 1 T(θe1|h0) = b1’ 

我 们 可 以 用 T(θe1|h) 做 概 率 预 测

P(h|eθ1)=P(h)T(θe1|h)/T(θe1)。根据广义 KL 公式（等式

（19）），当 P(h|θe1)=P(h|e1) 或 T*(θe1|h)∝P(e1|h)时，

平均语义信息量 I(H; θe1) 达到其最大值。令

P(h1|θe1)=P(h1|e1), 我们推导出 (详见附录 IV): 

 b1*=1-b1’*=[P(e1|h1)-P(e1|h0)]/P(e1|h1).     (37) 

考虑 P(h1|e1) < P(h0|e1), 我们有  

b1*=b1’*-1=[P(e1|h0)-P(e1|h1)]/P(e1|h0).     (38) 

结合上面两个等式，我们有 
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1 1 1

1 1 1 0

( | ) ( | )
* *( )

max( ( | ), ( | ))

1
=

max( ( ), ( )) max( ,1)

P e h P e h
b b e h

P e h P e h

ad bc LR

a c d c a b LR






  

 


 
，

 (39) 

其中 LR 是似然比 , LR+ 是阳性似然比。  Elles 和 
Fitelson [54]提出假设对称性: c(e1→h1) = -c(e1→h0)。 因
为也有 c(h1→e1) = -c(h1→e0) （其中两个结果即证据是

相反的）, 我称这种对称性为结果对称性[58]。因为 
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b1* 具有这种对称性。  

用类似方法，我们获得  

0 0 0 1
0 0 0

0 0 0 1

( | ) ( | )
* *( )

max( ( | ), ( | ))

1

max( ,1)

P e h P e h
b b e h

P e h P e h

LR

LR






  




  

  (41) 

使用上面对称性，我们有 b*(e1→h0) = -b*(e1→h1) 和 
b*(e0→h1) = -b*(e0→h0). 



 

 

 在医学检验中，似然比用来评估一种检验结果（阳

性或阴性）有多好。 Kemeny 和 Oppenheim [55]提
出的确证测度 F 是  
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    (42) 

测度 b*和测度 F 类似，也是似然比的函数, 因此 F 也

能用来评估医学检验。和 LR 相比， b* 和 F 能更好表

示一种检验（具有 b*）和最好检验 (b*=1)或最坏检验 
(b*= -1) 的距离。  

和 F 相比， b* 能更好地用于概率预测。比如, 给
定 b1*>0 和 P(h), 我们有  

P(h1|θe1) = P(h1)/[ P(h1)+b1’*P(h0)] = P(h1)/[1-b1*P(h0)]. 
     (43) 

这一公式比经典的贝叶斯公式（等式（6））更加

简单。如果 b1*=0, 则 P(h1|θe1) = P(h1)；如果 P(h1|θe1) 
< 0, 我们可以利用结果对称性做概率预测[58]。 

然而，到目前为止，要评价一个概率预测有多好或

处理乌鸦悖论，使用 b*, F 或其他确证测度仍然有问

题。 

5.3. 预测确证测度c*用于澄清乌鸦悖论 

统计学不仅使用似然比表示一个检验手段（作为

信道）有多好，但是还使用正确率表示所预测的事件有

多大可能发生。测度 F 和 b* 和似然比 LR 一样，不

能反映概率预测的质量。比如 b1*>0 并不意味

P(h1|θe1)>P(h0|θe1)。其他确证测度都有类似问题[58]. 

现在我们把概率预测 P(h|θe1)看作可信部分（比

例是 c1）和不可信部分(比例是 c1’)的组合，如图 8 所

示。我们称 c1 是规则 e1→h1 作为预测的可信度。  



 

 

 

Figure 8. 似然函数 P(h|θe1)可看作是可信部分加

不可信部分。  

在预测符合事实时，即 P(h|θe1)= P(h|e1)时, 可信

度 c1 变成确证度 c1*。然后我们推导出预测确证测度 

1 1 0 1
1 1 1

1 1 0 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1

( | ) ( | )
* *( )

max( ( | ), ( | ))
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  
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 

 
     (44) 

其中 CR1 = P(h1|θe1) = P(h1|e1) 是规则 e1→h1的正确率。

等式（44）的分子和分母同乘以 P(e1), 我们得到 

1 1 0 1
1 1 1

1 1 0 1

( , ) ( , )
* *( ) = .

max( ( , ), ( , )) max( , )

P h e P h e a c
c c e h

P h e P h e a c

 
  

     (45) 

用类似的方式，我们得到  

0 0 1 0
0 0 0

0 0 1 0

( , ) ( , )
* *( ) = .

max( ( , ), ( , )) max( , )

P h e P h e d b
c c e h

P h e P h e d b

 
    

    (46) 

我们同样能证明：c*(e1→h1) 也具有结果对称性。

利用这一对称性, 我们有 c*(e1→h0) = -c*(e1→h1) 和 
c*(e0→h1) = -c*(e0→h0).  

当 c1* > 0 时，根据等式 (45), 我们有规则 e1→

h1的正确率：  

 
1 1 1 1 1= ( | ) 1 / (1+ '*) 1 / (2 *)eC R P h c c    . 

     (47) 



 

 

在 c*(e1→h1) < 0 时，我们可以利用结果对称性做概率

预测. 但是，在 P(h)改变时, 我们仍然需要使用 b* 和 
P(h) 做概率预测。 

 对于医学检验，我们需要两种确证测度。测度 b*
告诉我们一种检验和其他检验比，作为手段或信道的

可靠性；而测度 c*告诉我们一个人被感染的可能性。 
对于科学预测，b*和 c*有类似意义。 

现在我们能用测度 c*澄清乌鸦悖论。  

Hemple [59] 提出确证悖论，即乌鸦悖论。根据经

典逻辑中的等价条件，“如果 x 是乌鸦，则 x 是黑的” 
(规则 I)等价于 “如果 x 不是黑的, 则 x 不是乌鸦” (规
则 II)。一支白粉笔支持规则 II; 因而也支持规则 I。但

是，根据 Nicod 准则 [60], 一只黑乌鸦支持规则 I, 一
个非黑的乌鸦反对规则 I；一个不是乌鸦的东西——比

如一只黑猫或一只白粉笔——和规则 I不相关。因此，

在等价条件和 Nicod 准则之间存在悖论。 

为了澄清乌鸦悖论，有些研究者包括 Hemple 
[59], 肯定等价条件而否定 Nicod 准则；有些研究者—

—比如 Scheffler 和 Goodman [61]——肯定 Nicod 准

则而否定等价条件。有些研究者并不全部否定或肯定

等价条件或 Nicod 准则.  

图9显示一个样本——用于大前提 “如果 x 是乌

鸦，则 x 是黑的”的确证。 

 
图 9. 用一个样本检查不同的确证测度是否能澄

清乌鸦悖论。 



 

 

首先，我们用测度 F 看我们能否用它消除乌鸦悖

论。F(e1→h1)和 F(h0→e0)之间的差别是：他们的反例（个

数）是相同的(c=1), 然而, 他们的正例个数是不同的。

在 d 增大到 d+Δd 时，F(e1→h1) = (ad-bc)/(ad+bc+2ac) 
和 F(h0→e0) = (ad-bc)/(ad+bc+2dc)不等地增大。因此，虽

然测度 F 否定等价条件，它仍然肯定 Δd 同时影响 F(e1

→h1)和 F(h0→e0)。所以测度 F 并不符合 Nicod 准则。 

在现存的所有确证测度中，只有 c*确保 f(a, b, c, 
d)只受 a 和 c 影响。我们有 c*(e1→h1) = (6-1)/6=5/6.  

然而，很多研究者仍然认为 Nicod 准则是不正确

的。他们认为这一准则符合我们的直觉只是因为确证

测度 c(e1→h1) 明显地随 a 增大并且稍许随 d 增大。比

如, Fitelson 和 Hawthorne [62] 相信似然比 LR 可以

用来解释一个黑乌鸦能比一个非黑非乌鸦物体更有力

地支持“乌鸦是黑的。这是真的吗？  

对于上面例子，LR, F 和 b*确能使 Δa=1 引起的增

量 Δf 大于 Δd=1 引起的增量；然而，在 a=d=20 和 
b=c=10 时，除了 c*, 没有一个测度能使 Δf/Δa>Δf/Δd (
见[58]中表 13), 这意味着，流行的所有确证测度中没

有一个能用来解释一只黑乌鸦能比一只白粉笔更有力

地支持 “乌鸦是黑的”。    

因为 c*(e1→h1) = (a-c)/max(a, c) 且 c*(h0→e0) = (d-
c)/max(d, c), 等价条件并不成立, 测度 c* 完全符合

Nicod 准则，因此，根据测度 c*, 乌鸦悖论不再存在。  

5.4. 确证测度F, b*和c*如何兼容Popper的证伪思想 

Popper 肯定一个反例能证伪一个全称假设或大

前提。然而，对于不确定大前提，反例如何影响确证度？

确证测度 F, b*和 c*能反映：较少反例的存在比较多正

例的存在更重要。  

Popper 肯定一个反例能证伪一个全称假设，据此，

我们可以解释：对于严格全称假设，没有反例更重要。

现在对于不严格全称假设或大前提确证，我们可以解

释较少的反例比较多正例更重要。因此，确证测度 F, 
b*和 c*和 Popper 证伪思想兼容。  

Scheffler 和 Goodman [61] 曾提出基于 Popper

证伪思想的选择确证。他们相信，黑乌鸦（数目是 a）

支持“乌鸦是黑的”是因为它否定 "乌鸦不是黑的。" 
他们的理由——关于为什么非黑的乌鸦（数目是c）支

持相反的假设“乌鸦不是黑的”—— 是因为非黑的乌



 

 

鸦否定“乌鸦是黑的”。他们的解释是有意义的。但是

他们没有提出相应的确证测度。测度 c*(e1→h1) 就是他

们需要的。 

现在我们能发现，正是因为确证，我们可以并不放

弃一个被证伪的大前提，并连同优化的可信度保留它，

以便获得更多信息。  

更多关于确证的讨论见[58]. 

6. 归纳、推理、模糊三段论和模糊逻辑 

6.1. 从新的视角看归纳   

从统计学习的视角看，归纳包括: 

 为概率预测归纳: 用样本分布优化似然函数； 

 为标签外延归纳：用样本分布优化真值函数； 

 为大前提的确证度归纳：在分类后产生大前提时，

用正反例比例优化大前提的确证度。 

从上述视角看，归纳包含确证，确证是归纳的一部

分。 只有推理规则——即包含两个谓词的“如果-那么”

——需要确证。 

上面归纳方法也包含预测模型（似然函数或真值

函数）的选择和猜想。求解混合模型和最大互信息分类

的迭代算法就反映重复的猜想和反驳[12]。因此，这些

归纳方法和 Popper 的证伪思想兼容。 

6.2. 贝叶斯推理作为三段论的不同形式  

根据上面分析，贝叶斯推理有多种形式，如表 4 所

示。其中蓝色部分是新增加的——基于P-T概率框架。 

表 4. 贝叶斯推理的不同形式  

推理 
在…之间 
或用… 

大前提或

模型 
小前提或证

据 
结论 解释 

在两个实例

之间 
P(yj|x) xi (X=xi) P(yj|xi) 条件统计概率 

yj, P(x) P(x|yj)=P(x)P(yj|x)/P(yj) 
P(yj)=∑i P(yj|xi) P(xi) 

贝叶斯定理 2 (贝叶斯预测) 

在两个集合

之间 
T(θ2|θ) y1 (is true) T(θ2|θ1) 条件逻辑概率 

y2, T(θ) T(θ|θ2)= T(θ2|θ)T(θ)/T(θ2), 
T(θ2)=T(θ2|θ)T(θ)+T(θ2|θ’)T
(θ’) 

贝叶斯定理 1 (θ’ 是 θ 的补集

T(θj|x) X=xi or P(x) T(θj|xi) or T(θj)=∑i 

T(θj|xi)P(xi) 
命题真值 



 

 

在一个实例

和一个集合

(或模型)之间 

yj is true, 
P(x) 

P(x|θj)=P(x)T(θj|x)/T(θj), 
T(θj)=∑i T(θj|xi)P(xi) 

贝叶斯定理 3 中的语义贝叶斯预测

P(x|θj) xi or Dj P(xi|θj) or P(Dj|θj) 似然度 
P(x) T(θj|x)=[P(x|θj)/P(x)] 

/max[P(x|θj)/P(x)] 
贝叶斯定理 3 中的新的贝叶斯公式

归纳： 
用样本分布

训练预测模

型 

P(x|θj) P(x|yj)  P*(x|θj) (optimized P(x|θj) 
with P(x|yj))  

似然推断 

P(x|θ) 和 
P(θ) 

P(x|y) or D P(θ|D)=P(θ)P(D|θ)/  
∑j P(θj)P(D|θj) 

贝叶斯推断（Bayesian Inference

T(θj|xj) P(x|yj) and 
P(x)  

T*(θj|x) 
=P(x|yj)/P(x)/max[P(x|yj)/P(x
)] 
=P(yj|x)/max[P(yj|x)] 

逻辑贝叶斯推断(Logical Bayesian Inference

用信道确证

度 
b1*= 
b*(e1→h1) 
>0 

h 
or P(h) 

T(θe1|h1)=1, T(θe1|h0)=1-|b1*|; 
T(θe1)=P(h1)+(1-b1*)P(h0) 

真值和逻辑概率 

e1 (e1 is true), 
P(h) 

P(h1|θe1)=P(h1)/T(θe1),  
P(h0|θe1)=(1-b1*)P(h0)/T(θe1);  

使用 b*的模糊三段论  

用预测确证

度 
c1*= 
c*(e1→h1)>
0 

e1 (e1 is true) P(h1|θe1)=1/(2-c1*),  
P(h0|θe1)=(1-c1*)/(2-c1*) 

使用 c*的模糊三段论 

*蓝色表示贝叶斯推理新形式。 

重要的是：使用真值函数或确证度的推理要能和

统计推理（使用贝叶斯定理2）兼容。在T*(θj|x)∝P(yj|x)
或 T(θej|h)∝P(ej|h)时，推理结果和来自经典统计的推

理结果相同。 

另一方面，对于给定 e1, 模糊三段论和经典三段

论兼容，因为在 b1*=1 或 c1*=1 时, 结果变成 P(h1) = 1 
和 P(h0) = 0.   

但是上面三段论也有其局限性。使用 b*(e1→h1)的
模糊三段论是一个经典三段论的推广。模糊三段论是： 

 大前提是 b*(e1→h1) = b1* 

 小前提是 e1 和 P(h),  

 结论是 P(h|θe1) = P(h1)/[P(h1) + (1-b1*)P(h0)] = 
P(h1)/[1-b1*P(h0)]..  

当 b1*=1 时，如果小前提变成 “x 在 E2 中且 E2 
在 E1 中”, 那么这一三段论就变成 Barbara (AAA-1) 
[63], 且结论是 P(h1|θe1) = 1。 所以上述模糊三段论可

看作模糊 Barbara. 

因为对于信道确证和预测确证，等价条件都不成

立，如果小前提是 h = h0, 我们只能使用反确证测度

b*(h0→e0) 或 c*(h0→e0)作为大前提，进而获得结论 (详
见 [58])。 

6.3. 模糊逻辑：期望和问题   



 

 

真值函数也是隶属函数。模糊逻辑能简化隶属函

数和真值函数的统计。 

假定三个模糊集合 A、B、C 的隶属函数分别是 a(x)、
b(x)、c(x)；A、B、C 的逻辑表达式是 F(A, B, C)，其中

有三个运算符 ∩, ∪, c ；真值函数的逻辑表达式是 f(a(x), 
b(x), c(x))，其中有三个运算符∧, ∨,    . 运算符 ∩ 和 ∧ 
可以省略。则一共有 28 个不同的逻辑表达式。为了简

化统计，我们希望  

T(F(A, B, C)|x) = f(a(x), b(x), c(x)).    
    (48) 

如果上面等式成立，我们只需要优化三个真值函数 a(x)、
b(x)、c(x)，并计算各种逻辑表达式 F(A, B, C)的真值函

数 f(a(x), b(x), c(x))。进一步，我们希望 f(...)中的模糊逻

辑和布尔代数以及 Kolmogorov 的概率系统兼容。  

 然而，一般说来，隶属函数的逻辑运算并不和布尔

代数兼容。Zadeh 的模糊逻辑被定义为: 

a(x)∧b(x) = min(a(x), b(x)), 

    a(x)∨b(x) = max(a(x), b(x)),      (49) 

a(x) = 1-a(x). 

根据这一定义，互补律并不成立，因为  

a(x) ∧a(x) = min(a(x), 1-a(x)) ≠ 0,  a(x) ∨a(x) 
= max(a(x), 1-a(x))≠1.  

也存在其他定义。考虑到两个谓词“x 在 A 中” 
和 “x 在 B 中”之间的相关性，汪培庄等人[64]定义: 

min( ( ), ( )),                      ,     

( ) ( ) ( ) ( ),                              ,    

max(0, ( )+ ( ) 1) .    

a x b x

a x b x a x b x

a x b x


  
 

正相关

相互独立

，     负相关

 

    (50) 

max( ( ), ( )),                       ,                 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),              ,             

min(1, ( )+ ( ))                      .                 

a x b x

a x b x a x b x a x b x

a x b x


   



正相关

相互独立

， 负相关

 

 (51) 

如果两个谓词总是正相关的，上面运算就变成 Zadeh
的运算。因为 A 和 Ac 是负相关的, 于是有 

a(x) ∧a(x)=max(0, a(x)+1-a(x)-1) ≡ 0,   



 

 

a(x) ∨a(x) = min(1, a(x)+1-a(x)) ≡ 1.  

因而互补律是成立的。  

 为了建立一个对称的色觉机制模型[65,66]，我于

上世纪 80年代提出——用直集 [0,1]XX 上的布尔代数

定义 X 上的模糊准布尔代数。这一色觉机制模型被解

释为模糊三八译码器，因此被称为译码模型(见附录 

V). 其实用性能被下面事实证明：国际照明协会(CIE)
于2006年推荐了和我的模型几乎相同的对称颜色模型

用于颜色转换[67]。使用译码模型，我们能容易解释色

盲和色觉进化——通过视锥细胞敏感曲线的分裂和合

并 [68]. 

我们能用模糊准布尔代数简化自然语言真值函数

的统计。这中情况下，我们需要区分原子标签和复合标

签，假定表示这些标签外延的随机集合同时变宽或变

窄。  

 设三个原子标签“年轻人”、 “成年人” 和

“老年人”的真值函数分别是 u(x)、 a(x)和 e(x)。三个

复合标签的真值函数是： 

T(“小孩”|x) = T(“非年轻人” 且“非成年

人”|x) = [ ]u a  = 1-max(u(x), a(x)), 

T(“年轻人” 和 “非成年人”|x) = [ ]u a  = 
max(0, u(x)-a(x)), 

T(“中年人”|x) = T(“成年人”且 “非年轻人” 
且 “非老年人”|x) 

      = [ ]a u e  = max(0, a(x)-max(u(x),e(x)). 

然而，不同标签或叙述之间的相关性常常是复杂

的。当我们选择一组模糊逻辑运算时，我们需要权衡合

理性和可行性。  

7. 讨论 

7.1. P-T概率框架如何经受多种理论应用的检验 

P-T 概率框架包含统计概率和逻辑概率；逻辑概率

包含真值函数，它也就是隶属函数，能反映假设或标签

的外延。 使用真值函数 T(θj|x) 和先验分布 P(x), 我
们能产生似然函数 P(x|θj)，并能用样本分布 P(x|yj)训
练 T(θj|x)和 P(x|θj) 。然后我们能让机器像人脑一样

用概念外延推理。 



 

 

使用基于这一框架的语义信息方法，我们能用逻

辑概率表达信息量: I(xi; θj) = log[T(θj|x)/T(θj)]。我们

也能用似然函数表达预测信息，因为 I(xi; θj) = 
log[T(θj|x)/T(θj)] = log[P(xi|θj)/P(xi)]。在我们计算平

均语义信息的时候， 我们也需要统计概率，比如用

P(x|yj), 表示样本分布。  

在流行的统计学习方法中，只用到统计概率（包含

主观概率）。对于二元分类，我们能用一对 Logistic 函

数。但是对于多标签学习和分类，缺少简单方法[40]。
现在使用(模糊)真值函数，我们可以使用逻辑贝叶斯推

断[12]求解多个标签的外延，从而便于分类。 使用统

计概率构成的 Shannon 信道和逻辑概率构成的语义信

道，我们可以让两个信道相互匹配，实现最大互信息分

类，加速混合模型收敛，并提供更好收敛证明[12]。  

3.3 节显示：带有真值函数和逻辑概率的语义贝叶

斯公式已经出现在信息率失真理论和统计力学中。因

此，P-T 概率框架不仅能用于通信或认识论，也能用于

控制或本体论。  

关于科学理论或假设的评估，使用逻辑概率，我们

能用语义信息量 I(x; θj)表示逼真度和经受检验严厉性

有多好——两者可以相互转换。使用统计概率，我们能

表达样本分布如何检验假设。   

关于确证，使用真值函数，我们能方便地表达大前

提的可信度。用统计概率，我们能推导出确证度——即

用样本分布优化的可信度。  

关于贝叶斯推理, 使用 P-T 概率框架，我们能有

更多形式的推理（见表 4），比如 

 使用贝叶斯定理 3 的两种推理, 

 逻辑贝叶斯推断——从样本分布得到优化的真值

函数， 

 模糊三段论——使用大前提的确证度。 

简言之，使用 P-T 概率框架，我们能更加方便地

解决许多问题。 

7.2. 怎样推广逻辑到概率理论？ 

Jaynes [16] 总结道：概率论是逻辑的推广。这一

结论不同于结论：概率是逻辑的推广。 前者包含后者。

前者强调概率是科学推理的重要工具，推理包括：贝叶

斯推理，最大似然估计，最大熵方法，等等。虽然 Jaynes 



 

 

用平均真值解释概率 [16] (p.52), 这一解释并不是推

广逻辑。 当一个罐子里包含很多只有两种颜色（白和

红）的球时，我们可以用真值 Ri 表示第 i 次取出的红

球，用R i = Wi 表示第 i 次取出的黑球。然而，如果球

有更多颜色，这种解释就没那么自然了。这种情况下，

频率主义的解释更加简单。      

Zadeh 的模糊集合论是经典逻辑的重要推广。使

用（模糊）真值函数或隶属函数，我们能让机器学习人

脑使用模糊外延推理。这一推理是 Jaynes 总结的推理

的重要补充。  

使用 Kolmogorov 的公理系统，有些研究者希望

发展概率逻辑——使用逻辑表达式 f(T(A), T(B),…)， 
使得  

T(F(A, B, …))= f(T(A), T(B),…).   (52) 

这一任务是非常困难的，因为要避免概率逻辑和统计

推理的矛盾是非常困难的。根据 Kolmogorov 的公理

系统，我们有  

T(A∪B)=T(A)+T(B)-T(A∩B).    (53) 

但是我们并不能从 T(A) 和 T(B)获得 T(A∩B) ，因为 
T(A∩B) 和 P(x)相关，或者和两个谓词 “x 在 A 中”和
“x 在 B 中”的相关性相关。 运算符号 “∧”和 “∨” 只能

用于真值运算而不能用于逻辑概率运算。比如, A 是集

合 {年轻人}, B 是集合 {成年人}。假设当人群包含高中

生和他们的父母时，先验分布是 P1(x); 当人群包含高

中生和士兵时，先验分布是 P2(x)。T1(A)是从 P1(x)和
T(A|x)得到的, T2(A)是从 P2(x) 和 T(A|x), 其他同理。

T1(A∩B) 应当远比 T2(A∩B)小, 即使 if T1(A)=T2(A)且 
T1(B)=T2(B). 

 要得到 T(A∩B)，比等式 (52)更好的方法是，首先

得到真值函数， 比如 T(A∩B|x)= T(A|x)∧T(B|x)， 然

后我们有 

( ) ( ) ( | ).i i
i

T A B P x T A B x      (54) 

 要得到 T(F(A, B, …))类似，我们应当首先用模糊

逻辑得到 f(T(A|x), T(B|x), …)。  

表 4 中的各种贝叶斯推理作为经典逻辑的推广和

统计推理兼容。比如, 贝叶斯定理 3 和贝叶斯定理 2 兼

容。如果我们把一种概率逻辑用于模糊或不确定三段

论，我们最好检查推理是否和统计推理兼容。   



 

 

Reichenbach [9]和 Adams [26]的概率逻辑中有 

P(p=>q) = 1-P(p)+P(pq),     (55) 

它是数理逻辑中 p=>q 的推广，其中 p 和 q 是两个

命题序列或两个谓词。我的推广不同。我用确证测度

b*(e1→h1) 和 c*(e1→h1) （可能是负的）表示推广的

大前提。表 4 中大多数推广的三段论和贝叶斯公式

相关。测度  c*(p→q) 是  P(q|p) 的函数 (见等式 
(44)); 它们是兼容的。用 P(q|p)作为评估模糊大前提

的测度应该也是合理的， 但是 P(q|p)和 P(p=>q)是
不同的，我们能证明  

P(q|p) ≤ P(p=>q) = 1-P(p)+P(pq).   (56) 

证明见附录 VI。 P(p=>q)可能比 P(q|p)大很多。比

如 P(p)=0.1 且 P(pq)=0.02 时，P(q|p)=0.2 < 
P(p=>q)=0.92. 

使 用 等 式  (55) 是 因 为 在 数 理 逻 辑 中 ，

( )p q p q p pq     。然而，不管多少实验支持

p=>q, “如果  p 则  q” 的可信度都不可能是 1，如 
Hume 和 Popper 指出[7]。 当有反例存在时，p=>q 变
成 P(p=>q) = 1-P(p)+P(pq)——这作为评估模糊大前提

也是不合适的。 

 另外，从 P(q|p)和 P(p)=1 获得 P(q)或 P(pq)要
比从 P(p=>q) 和 P(p)=1 获得 [9, 26]要容易得多。

如果 P(p)<1, 根据统计推理，我们还需要

( | )P q p  ，从而获得 P(q) = P(p)P(q|p)+[1-P(p)]
( | )P q p 。使用一种概率逻辑，我们需要小心结果是

否和统计推理兼容。  

7.3. 比较真值函数和Fisher的反概率函数  

在 P-T 概率框架中，真值函数起到重要作用。 

用似然函数 P(x|θj)（θj 是常数）作为推断工具叫

似然推断（推断参数）， 用贝叶斯后验 P(θ|D) (给定

数据或好样本 D 时)作为推断工具叫贝叶斯推断。使用

真值函数 T(θj|x)作为推断工具叫逻辑贝叶斯推断[12].   

Fisher 称参数化的转移概率函数 P(θj|x)为反概

率 [5]。因为 x 是变量，我们最好称 P(θj|x)为反概率

函数。根据贝叶斯定理 2，我们有 

P(θj|x )=P(θj) P(x|θj)/P(x),      (57) 

P(x|θj)=P(xi) P(θj|x)/P(θj).      (58) 



 

 

使用反概率函数 P(θj|x)时，我们同样能利用先验

知识 P(x) 。 当 P(x)改变时，P(θj|x) 仍然能用来做概

率预测。但是为什么 Fisher 和其他研究者放弃 P(θj|x) 
作为推断工具？   

当 n=2, 我们能容易地用参数构造 P(θj|x), j=1,2。
比如，我们能使用一对 Logistic 函数作为反概率函数. 
不幸的是，当 n>2 时, 要构造 P(θj|x), j=1,2,…,n 是非

常困难的，因为对于每个 x 存在归一化限制∑ j 

P(θj|x)=1。这就是为什么多标签分类常常要转换为多

个二标签分类[40].  

P(θj|x) 和 P(yj|x)作为预测模型也有严重缺点. 
在许多情况下，我们只知道 P(x)和 P(x|yj)而不知道 
P(θj) 或  P(yj) ，以至于我们不能获得  P(yj|x) 或 
P(θj|x)。但是，在这些情况下我们能获得 T*(θj|x)。因

为没有归一化限制，要构造一组真值函数并用 P(x) 和
P(x|yj), j=1,2,…,n, 训练它们是容易的，尽管没有 P(yj)
或 P(θj).  

 可以总结，真值函数有下面优点: 

 对于不同的 P(x)，我们能用优化的真值函数 
T*(θj|x)做概率预测，就像用 P(yj|x) 或 P(θj|x)一
样。   

 我们能用不太大的样本训练真值函数，就像训练

似然函数一样。  

真值函数能表明假设的语义或标签外延。它也是

隶属函数，适合于分类。 

 要训练一个真值函数 T(θj|x), 我们只需要 P(x)
和 P(x|yj), 而不需要 P(yj)或 P(θj). 

 令 T*(θj|x)∝P(yj|x), 我们可以在统计和逻辑之

间搭起桥梁。 

7.4. 回答一些问题 

如果概率理论是科学的逻辑，任何科学陈述能表

达成概率的或不确定陈述？P-T 概率框架支持 Jaynes
的观点？回答说：“是!“ 高斯真值函数能用来表达带有

很小范围不确定性的物理量，就像它用来表达 GPS 指

针的语义。语义信息公式可以用来评价物理公式预测

的结果。 郭嗣宗[69]研究模糊数运算得到结论：模糊

数函数的期望等于期望的函数，比如, (模糊 3)*(模糊 5) 



 

 

= (模糊 15) = (模糊 3*5)。据此，概率的或不确定叙述

和物理学规律的确定叙述兼容。  

关于现存的概率理论、P-T 概率框架和 G 理论是

否是科学理论，以及它们是否能被经验事实检验，我的

回答是它们不是科学理论，而是科学理论及其应用的

工具，它们能被检验——通过它们解决科学理论和应

用中问题的能力。 

关于评估科学理论时，是否要求这些理论有逻辑

一致性约束，我相信一种科学理论不仅需要自身一致， 
还需要和其他已经被接受的理论兼容。类似的是，一个

概率和逻辑的统一理论作为科学工具，也需要和已经

被接受的数学理论（比如统计学）兼容。为此，在 P-T
概率框架中，优化的真值函数（或语义信道）在用于概

率预测时等价于一个转移概率函数（或一个 Shannon
信道）；语义互信息的上限是 Shannon 互信息；模糊

逻辑最好兼容布尔代数。          

7.5. 需要进一步研究的一些问题 

许多研究者在谈论可解释人工智能（AI）, 然而，

意义问题在今天仍然是亟需解决的[70]。P-T 概率框架

对可解释的 AI 应该是有帮助的，理由是: 

 人脑用概念外延而不是相关性思考。真值函数能

表示标签的（模糊）外延，反映标签的语义；贝叶

斯定理 3 表达了如何用概念外延推理。  

 新的确证方法和模糊三段论能表达归纳和推理—
—用人脑使用的可信度推理，该推理和统计推理

兼容。 

 为了机器学习， Boltzmann 分布已经用于

Boltzmann 机 [71]。借助于语义贝叶斯公式和语

义信息方法，我们能联系信息理论更好理解这一

分布和正则化最小平方准则。 

然而，将语义信息方法用于机器学习时，要解释神

经网络仍然不容易。我们能把一个神经网络解释为一

个语义信道，它有一组真值函数构成？我们能把信道

匹配算法[12]用于神经网络以便实现最大互信息分类？

这些问题需要进一步研究。 

本文提供了统计和逻辑之间的桥梁，它对 AI 需要

的基于统计的语义字典是有帮助的。然而，仍然有大量

工作要做，比如设计和优化自然语言中术语——比如

“老年人”、“大雨”、“正常体温”——的真值函数。困难



 

 

的是，这些术语的外延因地而异。比如，“大雨”的外延

在沿海地区和沙漠地区是不同的。这些外延和和先验

分布 P(x)有关。 要统一人工智能中的统计方法和逻辑

方法，还需要更多人的努力。  

当样本不够大时，上面方法求得的确证度是不可

靠的，在这些情况下，我们需要用确证区间代替确证度，

我们需要进一步研究。   

本文只推广一个基本的三段论——其大前提是

“如果 e=e1 则 h=h1”——到某些有效的模糊三段论。 要
推广更多三段论是非常复杂的 [63]。我们需要进一步

研究。  

我们可以使用真值函数作为分布约束函数，从而

推广信息和熵测度，把它们用于随机事件的控制和统

计力学 (见 3.3 节)。我们需要进一步研究以便得到实

用结果。 

8. 结论 

如 Popper 指出, 一个假设同时有统计概率和逻辑

概率。本文提出 P-T 概率框架——“P”表示统计概率，

“T”表示逻辑概率。在此框架中，一个假设的真值函数

等价于一个模糊集合的隶属函数。使用新的贝叶斯定

理——贝叶斯定理3, 我们能把似然函数和真值函数从

一个转变为另一个，据此我们可以用样本分布训练真

值函数。所用最大语义信息准则等价于最大似然准则。

统计和逻辑因此被连接。 

本文介绍了怎样把 P-T 概率框架用于语义信息

G 理论（或 G 理论）。G 理论是 Shannon 信息论的自

然推广，它可以用来改进统计学习，并有助于解释信息

和热力学熵之间的关系——最小互信息分布等价于最

大熵分布。 

本文说明了 P-T 概率框架和 G 理论支持 Popper
思想——关于科学进步、假设评价和证伪；语义信息方

法可以调和关于逼真度的内容方法和相似性方法[52]。 

本文介绍了如何通过语义信息测度推导出信道确

证测度 b* 和预测确证度 c*。测度 b*兼容似然比，在-

1 和 1 之间变化。它能用来评价医学检验、信号检测、

分类。测度 c* 可以用来评估概率预测，澄清乌鸦悖论。

两个确证测度都兼容 Popper 证伪思想。  

本文提供了几种不同形式的贝叶斯推理——包括

使用确证测度 b*和 c*的推理，还介绍了一个新的模糊



 

 

逻辑——用来建立一个对称的色觉机制模型。该模糊

逻辑和布尔代数兼容，因此兼容经典逻辑。    

P-T 概率框架的上述理论应用揭示了其合理性和

实用性。我们应能发现其更广的应用。然而，要结合 AI
中的逻辑方法和统计方法。仍然有许多工作要做。为了

把 P-T 概率框架和 G 理论用到深度学习和随机事件的

控制得到实用结果，我们需要进一步研究。 

附录 I: 贝叶斯定理 3证明 

因为联合概率 P(x, θj)=P(X=x, Xϵθj)= P(x|θj)T(θj) 
= T(θj|x)P(x), 于是有  

( | ) ( ) ( | )/ ( ), j j jP x P x T x T  

( | )= ( ) ( | ) / ( ).j j jT x T P x P x  
 

因为 P(x|θj)是水平归一化系数，等式（8）中的

T(θj)是∑i P(xi) T(θj|xi)。因为 T(θj|x)是纵向归一化的

（最大值是 1）, 我们有  

1= max[T(θj)P(x|θj)/P(x)]= 
T(θj)max[P(x|θj)/P(x)]. 

于是 T(θj)=1/max[P(x|θj)/P(x)]。  

附录 II: 一个 R(D) 函数等价于一个 R(Θ) 函数

——都含有真值函数 

 设 T(θxi|y)=exp(sdij), 我们有 
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附录 III: 信息和热力学熵之间的联系 

Helmholtz 自由能是  

F=E-TS. 

对于平衡系统， 
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其中 N 是粒子数。对于局域平衡系统, 
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其中 Tj 是第 j 个区域 (yj)的温度, Nj 是第 j 个区域的

粒子个数。我们考虑给定分布约束函数 T(θj|x)=exp[-
ei/(kTj)] (j=1,2,…)时的最小 Shannon 互信息 R(Θ)。yj的

逻辑概率是 T(θj)=Zj/G, 统计概率是 P(yj)=Nj/N。从附

录 II 和上面公式，我们推导出 

( ) ( ) ( ) ln( / )
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j j j

j jj

j j j j
j
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其中 ej=Ej/Nj 是第 j 个区域的一个粒子的平

均能量。 

附录 IV: b1*的推导 

令 P(h1|θe1)=P(h1|e1). 从 

1 1 1 1
1 1

1 1 1 0
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


, 

我们得到  b1’*= P(e1|h0)/P(e1|h1) （对于  P(h1|e1) ≥ 
P(h0|e1)）。因此,   

b1*=1-b1’*=[P(e1|h1)-P(e1|h0)]/P(e1|h1). 

附录 V: 图解色觉译码模型中使用的模糊逻辑 

 从三元色信号 b, g, r, 我们使用模糊译码产生 8

个心理信颜色号输出，如图 A1 所示。 



 

 

. 

图 A1. 图解译码模型中的模糊逻辑  

附录 VI: 证明 P(q|p) ≤ P(p=>q)  

因为 P(p)=P(pq)+P(pq ) ≤ 1, 我们有 P(pq) ≤ 1- 
P(pq ), 因此 

( ) ( ) 1 ( )
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