
论文： 
Improving the Minimum Free Energy Principle to the Maximum Information Efficiency 
Principle 

改进最小自由能原理为最大信息效率原理 

鲁晨光 
 
摘要：Friston 提出最小自由能 (MFE) 原理，它基于变分贝叶斯(VB)方法。该原理继承了进

化系统论的基本思想，但是它强调强调大脑和行为和环境相互协调，增加有序，对抗熵增大。

但是 VB 和 MFE 原理存在两个问题：1)作者发现，用 VB 优化隐含变量的时候，变分自由

能(VFE)F 未必持续减小；2)VFE 和物理学自由能的概念有矛盾。作者早在 30 年前提出语义

信息 G 理论和 R(G)函数(R 是给定语义互信息 G 时的最小香农互信息)——它是信息率失真

函数的推广。本文基于 R(G)函数的研究提出语义变分贝叶斯(SVB)和最大信息效率 (MIE) 
原理，用以解决 VB 和 MFE 原理的两个问题。文中简要介绍了语义信息 G 理论和 R(G)函
数，说明优化隐含变量时 R–G=F-H(X|Y)而不是 F 持续减小——这一结论得到实验结果的支

持。实验还显示了 SVB 用于求隐含变量和主动推断同样可靠，但是计算更简单。文中还通

过局域非平衡和平衡系统中信息、熵和自由能之间的关系，说明香农互信息信息相当于自由

能的增量，语义互信息相当于 Exergy 的增量，VFE 相当于物理学熵。这样我们就好解释：

人类通过获取更多信息和自由能抵抗熵增大。文中还以色觉和美感机制为例说明，MIE 原

理和生物学功利主义相互支持。 
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1 引言 

早在 1993 年，Hinton 等人【1,2】提出使用最小自由能作为优化准则，优化神经网络学

习，取得重大突破。这种方法后来被发展为变分贝叶斯 VB 方法【3,4】，在机器学习(包括强

化学习)领域都有很多成功的应用【5】。Friston【6,7】推广变分贝叶斯(VB)的应用到神经科

学，把最小自由能准则发展为最小自由能 (the Minimum Free-Energy Principle ，MFE)原
理，希望它成为一个统一的脑和生物行为的科学理论 。该理论整合了预测编码、感知预测、

主动推断、信息、随机动力系统等概念【7-9】。主动推断包括对环境的适应(比如选择生态位)
和干预(比如约束控制)。这使得：Friston 的理论不同于《熵——一个新的世界观》【10】持

有的消极观点，它继承了现存的进化系统论【11,12】中积极的基于熵的世界观，强调生物预

测、适应和改造环境，实现自组织和有序，对抗熵增大。 
Friston 的理论受到广泛关注并引起深入思考【13，14】。应用也相继出现【15,16】。但

是也有人提出不同意见。有人认为自由能就是负熵【14】，是生命需要的，最小化自由能意

味着死亡【17】。有人认为，MFE 原理作为工具是有价值的，但是作为一个普遍原理或可证

伪科学规律，有待商榷。 
Silverstein和 Pimbley早在 1990年发表的文章【18】中就在文章标题中使用了“最小

自由能方法”，这种方法可以作为另一种自由能方法的代表。其目标函数被定义为平均误差

能量表示和信号熵表示。Gottwald 和 Braun 的文章《两种自由能和贝叶斯革命》【19】争论

说，Friston 等人的自由能只是两种种的一种。另外一种是使用其他目标函数的最大熵方法。

这些目标目标函数要么等于奖励函数加上熵函数，需要最大化；要么等于平均损失减去熵函

数，需要最小化。两种自由能方法都是很有意义的。但是，在本文作者看来，MFE 原理和



最大熵原理【20,21】有明显不同，理由是：在 MFE 原理中， 
1） 主观预测和客观事实(或客观事实和主观目标)是双向靠近，而且是动态的；  
2） 用信息和熵测度表示损失函数，这样，主动推断问题就成为样本学习问题的逆问题。 
3） 存在多任务协调和权衡，需要求隐含变量。 

 看来 MFE 原理比最大熵原理更能解释生物的主观能动性。但是，在本文作者看来，MFE
原理也是不完善的，最小自由能准则本身就有问题。作者 30 年前就推广香农信息论，得到

一种语义信息论【22-24】，其中语义互信息公式是 I(X; Yθ)=H(X)–H(X|Yθ), 其中 H(X|Yθ)是
语义后验熵或交叉后验熵。粗略说来，H(X|Yθ)就是自由能 F；最小化自由能就是最大化语

义互信息。后来作者推广香农信息论得到的理论为语义信息 G 理论【25,26】(或简称为 G 理

论，G 意思是推广)。作者早就知道在香农信道匹配语义信道的时候 H(X|Yθ)未必单调减小。

作者也研究过混合模型和 EM 算法【25】。在试验中，看到 H(X|Yθ)和 F 也未必随混合模型

收敛持续减小。虽然使用 VB 能使混合模型收敛【2,3】，但是理论解释并不正确。这是 VB
和 MFE 原理的第一个问题。 
 第二个问题是，VFE 和物理学中的熵和自由能究竟有怎样的关系？显然矛盾的是： 
在热力学中，自由能是能做功的能量，通常需要最大化【27】；系统内能一定时，自由能随

熵增大而减小。如果我们主动最小化自由能，那不是顺应熵增大趋势？——如 Martyushev
【17】指出的。为此，我们需要知道，VFE 或 H(X|Yθ)在热力学系统中究竟代表什么？热力

学系统中，信息(比如温度提供关于分子能量的信息)、熵和自由能究竟有怎样的关系？  
 Haken 和 Portugali [15,16]探讨了这一问题，并得到结论：信息论和协同学原理（包括

MFE 原理）能帮助我们回答薛定谔的“生命是什么”。而 Ben-Naim【28-30】在分析热力学

系统中两个分子之间的互信息之后，否定用熵和信息理论解释生命系统。本文作者赞成前者。 
 笔者早在 1993 年【23】就通过局域平衡自由能公式得出结论：香农互信息就相当于局

域非平衡系统中的自由能增量，语义互信息相当于局域平衡系统中的自由能增量。另外，作

者通过推广香农的信息率失真函数 R(D) 得到信息率逼真函数 R(G) 【23,25】(R 是给定语

义互信息 G 时的最小香农互信息， G 反映逼真度)。求解 R(G)函数的方法可谓语义变分贝

叶斯方法(SVB)【28】，SVB 能解决 VB 要解决的问题，但是并不总是最小化变分自由能(VFE) 
F，而是最小化 R–G = F–H(X|Y)(H(X|Y)是香农后验熵)。因为最小化 R – G 也就是最大化信

息效率 G / R。所以笔者提出最大信息效率 (MIE) 原理。MIE 原理能克服 VB 和 MFE 原理

中存在的两个问题，并且算法更简单。G 理论在机器学习中的应用包括：多标签学习，不可

见实例最大互信息分类，混合模型【25】，贝叶斯确证【26】，语义压缩【29】等。这些应用

的合理性增加了 G 理论的合理性。 
 本文的动机是：澄清 VB 和 MFE 原理中存在的上面两个问题，并改进它们。 
 本文目的是：提供最小自由能原理的改进版本或替代选择——最大信息效率 MIE 原理，

从而更好解释生物体(bio-organism)特别是人类，如何高效利用信息和自由能，对抗物理世

界的熵增大趋势。 
 本文贡献： 
 从数学视角澄清 VB 和 MFE 原理中存在的理论和实践不一致问题。 
 从 G 理论和统计物理学视角阐明香农互信息，语义互信息，变分自由能，与物理学熵

和自由能之间的关系。 
 通过几个混合模型的例子(包括 Neal 和 Hinton 使用的例子)，证明混合模型收敛过程

中 VFE 可能增大，并解释增大的原因。 
本文遵循 Popper 的思想——科学理论在本质上是猜想，其价值在于信息【33】（p.294）。

如果一个假设逻辑越小并且越能经得起经验事实的检验，那么他提供的信息量就越大。据此，

最小自由能和最大信息效率原理都是有待进一步确证【26】的猜想，只要一个猜想解释观察



到的经验现象比其他猜想好，它就值得保留。 
本文使用信息理论方法而不是统计理论方法描述和解决问题。比如使用样本分布 P(x)

和交叉熵优化似然函数，而不是用样本和似然度优化似然函数。SVB 中的最小信息差迭代方

法来自香农等人求解信息率失真函数用到的迭代方法【30-32】。 
本文缩写和解释见附录 A。 

2. 从机器学习的两个典型任务谈起 

2.1 羊群聚类——混合模型问题 

 为了直观解释 VB 要完成的任务。我们以羊群聚类和放羊为例。本节说明羊群聚类问题

(参看图 1)。 
 假设有几群羊分布在边界模糊的草地上，我们能观察到密度分布(即单位面积上羊的数

量比例)是 P(x)，也知道有 n 群羊, 每群羊的分布有某种规律，比如呈高斯分布。我们可以

建立一个混合模型：Pθ(x)=P(y1)P(x|θj)+P(y2)P(x|θj)+… 然后用最大似然准则或最小交叉熵

准则优化混合比例 P(y1), P(y2)… 和模型参数。 
 通常使用期望最大(Expectation and Maximization， EM)算法【33,34】求解混合模型. 
这一算法非常巧妙，它能自动调整不同部件即似然函数(图 1 中圆圈所示)，让每个部件覆盖

一组实例(羊群)，而且能提供恰当比例 P(yj), j=1,2,3,4。P(y)是混合模型部件的比例，又叫隐

含变量的概率分布。我们有时也称 P(y)是隐含变量。 
 

  
(a)     (b) 

图 1 以羊群聚类为例解释高斯混合模型。(a)迭代开始，预测和实际相差很远；(b)迭代收敛，预测和实际符

合。其中 x=(m,n)是二维的. 聚类使用 EM 算法。 

 本文附录 B 包含产生本文各图片的 Python 源代码下载信息。 
 EM 算法不理想在两方面：1)EM 算法的收敛证明一直存在问题【25,34】，以至于出现

盲目改进；2)P(y)有时候收敛很慢, 且在似然函数不变时不好求解 P(y)。研究者专为求解隐

含变量发展出变分贝叶斯(VB)。这不仅是因为要改进 EM 算法【2,3】，也因为其它任务也需

要求解隐含变量【5】。 
 混合模型属于机器学习中无监督学习，很有代表性。有限波尔茨曼机和深度学习预训练

中都有它的影子。利用优化的似然函数，我们可以做概率预测和分类。 

2.2 赶羊到牧场——约束控制和主动推断问题 

 赶羊到牧场是随机事件约束控制问题，也是主动推断(active inference)问题，涉及强化

学习。这时候香农互信息反映控制复杂性，我们需要最大化合目的性(或效用)并且最小化香



农互信息即控制成本。香农互信息最小化等价于 X 的后验熵 H(X|Y)最大化.  

 
（a） (b) 

图 2 以放羊为例说明不确定事件的约束控制(约束条件是模糊范围)。(a)控制开始；(b)控制结束。 

 
 图中圆圈表示控制目标；图 2a 中点表示初始的羊群密度分布 P(x)。通常控制目标或约

束条件有两种： 
1） 圆圈反映概率分布 P(x|θj)(j=1,2,3,4), 给定 P(x)和 P(x|θj), 求解香农信道 P(y|x)和

羊群比例 P(y). 要求 P(x|yj)接近 P(x|θj)，并且 P(y)能最小化控制成本。 
2） 圆圈反映模糊范围(x 在隶属度等于 1 的地方最好，离开越远误差越大)。从 P(x)和

模糊范围可以得到 P(x|θj)，其他同样。 
 图 2 中圆圈表示约束范围。羊群聚类(见图 1)和放羊(见图 2)的区别：羊群聚类时，P(x)
是固定的，羊群数量比例是客观的；放羊时，P(x)转移到目标区域，羊群数量比例是按控制

成本最低原则调节的。比如在聚类时，中间两群羊比例较大；而在放羊时，两边的两群比例

较大，因为把它们赶到目的地容易些。另外，图 2b 中羊群中心偏离目标中心，这是因为羊

群中心离初始中心“+”近时，控制成本低些。 
 我们也可以提高约束强度，让羊群向理想位置集中。但是也要考虑控制成本，羊群聚类

和放羊都需要求解隐含变量 P(y).  
 虽然 SVB 和 MIE 原理是 VB 和 MFE 原理的改进版本，但是为了便于理解 VB 和 MFE
原理，本文下面先介绍语义信息 G 理论, SVB 和最大信息效率原理。 

3 语义信息 G 理论和最大信息效率原理  

3.1. P-T 概率框架和语义信道 

为什么我们需要新的概率框架？原因是： 

 P-T 概率框架【26，29】允许我们除了用似然函数，还可以用真值、隶属、相似、失真

等函数作为约束条件，求解隐含变量。 

 一个假设或标签，比如“成年人”，同时有两种概率：标签的逻辑概率，即标签代表

的集合的概率，这是 Kolmgorov 定义的集合的概率【35】，它不是归一化的；另

一个是标签被选择的概率，这是 Mises 定义的概率【36】，它是归一化的。P-T 概

率框架试图统一这两种概率，并且把集合推广到模糊集合【37】。 

 香农的概率框架可以表示为一个三元组(U, V, P). 其中 U={x1, x2, …} 和 V={y1, y2, …}
是两个随机变量 X 和 Y 的论域。P 是 Mises 定义的统计概率，可理解为相对频率或其极限。

注意：统计概率是用“=”定义的， 比如 P(xi)=P(X=xi)，P(yj|xi)=P(Y=yj|X=xi). 
 我们在香农的概率框架基础上定义 P-T 概率框架，它可以表示为一个五元组 (U, V, P, 



B, T)。其中 B 包含 U 中所有模糊子集，T 是一个模糊子集的概率。对于每个模子集θj，V
中有一个 yj，它是θj的标签，两者之间一一对应。这样 yj可看做一个谓词，即 yj(·)=”· 在
θj 中”。yj 的逻辑概率就是 X 属于θj 的概率，即 T(yj)=P(X∈θj)。注意逻辑概率是用“∈”

定义的，它就是 Kolmogorov 定义的集合的概率【35】。同理，yj(xi)=“xi在θj中”是一个命

题，命题的真值就是 xi在θj中的隶属度，也是 yj的条件逻辑概率，即： 

T(yj|x)≡T(θj|x)≡mθj (x).             (1) 

根据 Davidson 的真值条件语义学【39】，T(yj|x)反映了 yj 的语义。一个标签的逻辑

概率不等于它的统计概率，最极端的例子是：一个永真句的逻辑概率是 1，而它的统计概

率(被选择的概率)接近 0. 我们有 P(y1) + P(y2) + … + P(yn)=1，但是可能有 T(y1) + T(y2) + … 
+ T(yn) > 1. 

根据上面定义，我们有 yj的逻辑概率 

( ) ( ) ( ) ( ) ( | )j j j i j i
i

T y T P X P x T x      .     (2)  

后面将看到，它就是统计物理学中的配分函数和机器学习中的正则化项。θj也被看作是

模型参数。我们可以把 T(θj|x) 和 P(x)放进贝叶斯公式得到语义概率预测公式【25】： 
( | ) ( )

( | ) ,  ( ) ( | ) ( )
( )

j
j j j i i

ij

T x P x
P x T T x P x

T


  


  .     (3)  

P(x|θj)就是流行方法中的似然函数 P(x|yj, θ). 我们这里使用 P(x|θj)是因为第 j 种参数 θj和 yj是

绑定的。我们称上面公式是语义贝叶斯公式。 

就像一组转移概率函数 P(yj|x)( j=1, 2, …)构成一个香农信道，一组真值函数 T(θj|x) 
(j=1,2,…)构成一个语义信道。后面我们有时省略(j=1,2,…)和(i=1,2,…)。 

真值函数和失真函数之间的关系是【29】： 

T(yj|x) ≡ exp[–d(x, yj)],  d(x, yj) ≡ –logT(yj|x).          (4) 

3.2 推广香农信息测度到语义信息 G 测度 

香农互信息是： 

( | )
( ; ) ( ) ( | ) log ( ) ( | ).

( )
i j

j
j i i

P x y
I X Y P x P x y H X H X Y

P x
      (5) 

我们用似然函数 P(xi|θj)代替 log 右边的 P(xi|yj)(左边不变), 就得到语义互信息： 
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   (6) 

其中 H(Yθ|X)是模糊熵，等于平均失真d ,因为根据等式(4)，有：  

( | ) ( , )log ( | )   i j j i
j i

H Y X P x y T x d ，   (7) 



H(X|Yθ)是 x 的语义后验熵： 

( | ) ( , )log ( | )   i j i j
j i

H X Y P x y P x .     (8) 

粗略说来，它就是变分贝叶斯方法和最小自由能原理中变分自由能 F。它越小，语义信息量

越大。H(Yθ)是语义熵: 

( ) ( )log ( )  j j
i

H Y P y T ，    (9) 

注意：上面公式中 log 左边的 P(x|yj)是用以求平均的，表示样本分布。它可以是相对频

率，可能不平滑或不连续。P(x|θj)和 P(x|yj)可能不同，反映信息需要事实检验。容易证明，

最大语义互信息准则等价于最大似然准则，并且类似于正则化最小误差平方(RLS)准则。语

义熵就是正则化项。 
 

当 Y=yj时, 语义互信息就变成语义 KL 信息或广义 KL 信息: 

( | ) ( | )
( ; ) ( | ) log = ( | ) log

( ) ( )
i j j i

j i j i j
i ii j

P x T x
I X P x y P x y

P x T

 



  .    (10) 

当 P(x|θj)=P(x|yj), 语义 KL 信息最大。令 T*(θj|x)的最大值是 1， 将用公式(3)中的

P(x|θj) 代入 P(x|θj)=P(x|yj)，我们可以得到优化的真值函数【24】。 

( | )( | ) ( | )
*( | ) max = .

( ) ( ) max( ( | ))
jj

j
x

j
x

P y xP x y P x y
T x

P x P x P y x
  

  
 

   (11) 

 
用上式求解 T*(θj|x)要求样本分布是连续且平滑的。否则。我们要用下式得到 T*(θj|x)： 

( | )
*( | ) argmax ( | )log .

( )j

j i
j i j

i j

T x
T x P x y

T





      (12) 

上面求解 T*(θj|x)的方法被称之为逻辑贝叶斯推断【24】。 
如果真值函数变成相似函数，语义互信息就变成估计互信息。比如要计算 GPS 指针和

颜色感觉的信息，真值函数就是相似函数，可用高斯函数表示【25】。估计互信息已经被深

度学习研究者用于互信息神经估计(MINE)【39】信息噪声对比估计(InfoNCE)【40】。 

3.3 信息率逼真函数和语义变分贝叶斯 

香农【31】定义：给定信源 P(x), 失真函数 d(x, y)和平均失真d 的上限 D, 我们改变信

道 P(y|x)求香农最小互信息 R(D)。R(D)就是信息率失真函数，它能指导我们经济地传递信

息，特别是用于数据压缩。 

现在我们用 I(xi; θj)=log[T(θj|xi)/T(θj)]取代 d(xi, yj), 用 I(X;Yθ)取代d ， 用语义互信息

的下限 G 取代 D，求最小香农互信息 R(G)，R(G)就是信息率逼真函数。因为 G 反映因语义

预测而节省的平均码长，用 G 代替 D 和缩短码长的目的更加一致，并且 G/R 能反映信息效

率。 

R(G)函数被定义为：  

( | ): ( ; )
( ) min ( ; )

P Y X I X G
R G I X Y

 
 .     (13)  

我们用拉格朗日乘子法求最小互信息。约束条件除了 I(X; Yθ)≥G, 还有 



( | ) 1,  =1, 2, ....j i
j

P y x i ;    ( ) 1.j
j

P y        (14) 

所以拉格朗日函数是： 

( ( | ) , ( ) ) ( ; ) ( ; ) ( | ) ( )i j i j
j j

L P y x P y I X Y s I X Y P y x P y       .  (15) 

用 P(y|x)作为变分，令 / ( | ) 0j iL P y x   , 就得到： 

*( | ) ( ) / ,   ( )s s
j i j ij i i j ij

j

P y x P y m Z Z P y m  ，    (16) 

其中 mij=P(xi|θj)/P(xi)=T(θj|xi)/T(θj), Zi代替了μi， 两者关系是 log(1/Zi)=μi/P(xi).  

 用 P(y)作为变分，令 / ( 0jL P y  ） 就得到： 

* ( ) ( ) ( | ).j i j i
i

P y P x P y x         (17) 

因为 P(y|x)和 P(y)相互依赖，我们可以先假设一个 P(y)，然后，轮流使用上面两个公式就得

到收敛的 P*(y)和 P*(y|x) (参见【32】(P. 326)). 上面两个公式构成最小信息差迭代(MID 迭

代)。有人会问，为什么要通过变分得到式(17)，而不是直接使用式(17)。回答是：如果直接

使用式(17)，我们还需要证明: 更新 P(y)会减小 R–G。 
一个 R(G)函数的参数解如下(参看图 3)： 

( ) ( ) * ( | ) = ( ) * ( ) /

( ) ( ) ( ) log     Z ( ) .

s
i j i ij ij i j ij i

i j i j

s
i i i k ij

i k

G s P x P y x I I P x P y m Z

R s sG s P x Z P y m



  

 

 

，

，
       (18) 

 
图 3. 二元通信的信息率逼真度函数 R(G)。任何 R(G)函数都是碗状的，其中有一个 R(G)=G 的

点 (s=1)。给定 R 有两个反函数 G+(R)和 G–(R)。 

任何 R(G)函数都是碗状的(有可能不太对称)【24】，其中二阶导数大于 0。s =dR/dG 在

右边部分是正的。当 s=1 时, G = R, 这意味着语义信道匹配香农信道。G/R 表示信息效率。

给定 R，G 有最大值 G+和最小值 G–, G–意味着发信人有意说谎时，收信者接收的语义信息

能小到什么程度. 

值得注意的是，给定语义信道 T(y|x)时, 让香农信道匹配语义信道，即让 P(yj|x) ∝ T(yj|x) 
或 P(x|yj) = P(x|θj)，并不最大化语义互信息，也不一定最小化香农互信息，而是最小化信

息差 R–G 或最大化信息效率 G/R。然后，我们能在此基础上通过增大 s 同时增大 G 和 R。 
当(23)中 s–>∞, P(yj|x)就仅取值 0 或 1，成为分类函数。 



3.4. 语义变分贝叶斯和最大信息效率原理 

 如果我们用 P(x|θj)(j=1,2,…)作为变分， 令 / ( | ) 0i jL P x    , 就得到 P(x|θj)=P(x|yj)

或 T(θj|x)∝P(yj|x). 这正是 LBI 的结果。所以，最小信息差迭代加上 LBI 加等于语义变分贝

叶斯( Semantic Variational Bayes, SVB)。用 SVB 求解隐含变量时，约束函数可以是似然函

数， 也可以是真值函数(或隶属函数)，相似函数， 失真函数(或损失函数)。 
 当约束函数是似然函数时，最小信息差迭代公式是： 

*( | ) ( )[ ( | )] Z ,  Z ( )[ ( | )]

  *( ) ( ) ( | ).

s s
j i j i j i i j i j

j

j i j i
i

P y x P y P x P y P x

P y P x P y x

  







,

    (19) 

当约束由似然函数变为真值函数的时候，最小信息差迭代变为： 

( | ) ( | )
*( | ) ( ) ,   ( ) ,

( ) ( )

 *( ) ( ) ( | ).

s s

j i k i
i i i k

kj k

j i j i
i

T x T x
P y x P y Z Z P y

T T

P y P x P y x

 
 

   
    

    





    (20) 

 超参数 s 允许我们加强约束，减少边界的模糊性。所以香农信道也可以看作模糊分类函

数。模糊性会降低语义信息量，但是会节省香农互信息。 
 在 G 足够大前提下，使用最小信息差准则，我们就得到最大信息效率准则。把这一准

则应用于各种领域，就是使用最大信息效率原理。注意，最大信息效率原理并不是只追求效

率，使 G/R=1，而是在 G 满足需要的条件下最大化 G/R。这需要我们在最大化 G 和最大化

G/R 之间权衡。信息率失真理论中已经包含最大信息效率思想，但是由于失真和信息之间不

好比较大小，无法得到信息效率表达式。 
 G 作为约束条件，不止在于限制语义信息量，还在于限制何种语义信息，它和人的目的

和需求相关。所以，最大信息效率原理和信息价值有关。 

4. 最大信息效率原理用于混合模型和约束控制 

4.1 混合模型和 EM 算法的新解释(关于羊群聚类) 

EM 算法【33,34】通常用于混合模型(聚类)——一种无监督学习方法。 

我们知道 P(x)=∑j P(yj)P(x|yj)。给定样本分布 P(x), 我们使用 Pθ(x)=∑j P(yj)P(x|θj)逼近 
P(x), 使得相对熵或 KL 距离 KL(P‖Pθ) 接近 0。其中 P(y)是待求的隐含变量(概率分布)。 

EM 算法首先预设 P(x|θj)和 P(yj)。E-step 得到: 

( | ) ( ) ( | ) / ( ),  ( ) ( ) ( | )   j j j k k
k

P y x P y P x P x P x P y P x . (21) 

然后在 M-step 最大化完全数据对数似然度(通常用 Q 表示)。这分成两步， 包括 M1-step： 
1( ) ( ) ( | ).j i j i

i

P y P x P y x          (22) 

和 M2-step：优化似然函数 

1 1( | ) ( ) ( | )/ ( )j j jP x P x P y x P y   .      (23) 



如果是高斯混合模型，就可以用 1( ) ( | ) / ( )j jP x P y x P y 的期望和标准偏差作为

1( | )jP x   的期望和标准偏差。P+1(y)就是前面的 P*(y)。 

从 G 理论看，M2-step 是让语义信道匹配香农信道，E-step 是让香农信道匹配语义信

道，M1-step 是让信宿 P(y)匹配信源 P(x). 重复上面三个步骤可以使混合模型收敛。收敛的

P(y)就是要求的隐含变量。根据 R(G)函数的推导过程，可见 E-step 和 M1-step 都最小化信

息差 R–G； M2-step 最大化语义互信息 G。所以 EM 算法使用的优化准则是最大信息效率

准则。 
但是，用上面方法求隐含变量有两个问题：1)P(y)收敛比较慢；2)如果似然函数也是固

定的，如何求解 P(y)?。基于 R(G)函数的分析，作者把 EM 算法改进为 EnM 算法【25,29】。
EnM 算法中 E-step 不变，M-step 就是 EM 算法中的 M2-step。 另外在两者之间添加 n-
step——重复式(21)和(22)求 P(y) n 次, 使得 P+1(y) ≈ P(y)。显然，EnM 算法使用的也是最大

信息效率准则。n-step 可以加速 P(y)匹配 P(x)。M-step 只优化似然函数。因为 n-step 之后，

P(yj)/P+1(yj)约等于 1，我们可用下式优化模型参数： 

1( | ) ( ) ( | )/ ( )j jP x P x P x P x   .      (24) 

如果没有 n-step, 会有 P(yj) ≠ P+1(yj)，∑ i P(xi)P(x|θj)/Pθ(xi) ≠ 1. 求解混合模型时，我们

可以选取 n 小一点， 比如选 n=3。在专门求解 P(y)时，我们可以选取较大的 n，直至 P(y)
收敛。当 n=1 时， EnM 算法就变为 EM 算法。 

下面用数学公式证明 EnM 算法收敛。E-step 之后，香农互信息变为： 

1

( | ) ( | )
( ) ( ) log .

( ) ( )
i j j i

i j
i j i j

P x P y x
R P x P y

P x P y


     (25) 

我们定义：  

( | ) ( | )
" ( ) ( )log

( ) ( )
i j i j

i j
i j i i

P x P x
R P x P y

P x P x 

 
 .      (26) 

然后我们能推导出： 在 E-step 之后，有 

1( || ) " = ( || )Y YKL P P R G R G KL P P
    ,     (27) 

其中 KL(P||Pθ)是 P(x)和 Pθ(x)的 KL 离散度 , 迭代收敛后它接近 0；  KL(PY+1||PY)即
KL(P+1(y))||P(y))，它在 n-Step 之后接近 0.   

式(27)可以用来证明混合模型收敛。因为 M2-step 最大化 G, 且 E-step 和 n-step 最小

化 R–G 和 KL(P+1Y)‖PY), 所以 H(P‖Pθ)能接近 0。上面方法也能用来证明 EM 算法收敛。实

验证明，只要样本足够大，n=2 的高斯混合模型都会全局收敛。 

如果似然函数不变，EnM 算法就变成 En 算法。En 算法可以用于求约束函数不变时的

隐含变量。 

4.2 约束控制信息和主动推断(放羊问题) 

前面，我们用 G 测度度量通信系统中的语义信息，要求预测 P(x|θj)符合事实 P(x|yj)，
约束控制信息相反，要求事实符合目标(如同主动推断)。我们也称约束控制信息为目标导向

(goal-oriented)信息和合目的信息【28】。对于动物来说，快感就包含这种信息。 



一个祈使句可看作一个控制指令，我们需要知道控制结果是否符合控制目标。结果越符

合，信息就越多。控制目标可用似然函数表示，也可以用真值函数表示。下面主要讨论用真

值函数表示的目标。比如下面目标： 

 “粮食产量接近或超过 7500 kg/公顷"; 

 "工人工资最好超过 5000 元"; 

 "人口死亡年龄最好超过 80 岁";  

 "电动车巡航距离最好超过 500 公里"; 

 "列车到达时间误差最好不超过 1 分钟".  

语义 KL 信息能用来度量合目的信息： 

( | )
( ; / ) ( | ) log

( )
j i

j j i j
i j

T x
I X a P x a

T





 ,    (28) 

其中 θj 是一个模糊集合，表示控制目标是一个模糊范围。现在 yj 表示一个控制任务，而 aj

表示所选择的动作。用 aj代替 yj一是因为，对于同样的 yj我们可能选择不同的 aj；二是为了

符合流行的主动推断中用法。  

如果有数个控制任务 y1, y2,… 我们可用下面语义互信息表达合目的信息： 

( | )
( ; / ) ( ) ( | ) log

( )
j i

j i j
j i j

T x
I X A P a P x a

T





  .   (29) 

其中 A 是取值 a 或 aj 的随机变量。用语义变分贝叶斯方法，可以优化控制比例 P(a), 确保

在给定 G=I(X; A/θ)的情况下，控制复杂性(即香农互信息 R)最小. 

目标导向信息可看做是约束控制和强化学习中累积的奖励函数。但是这里目标是一个模

糊范围，它表示一个计划、命令或祈使句。优化任务和使用最小自由能原理的主动推断任务

类似。对于多任务，需要最小化的目标函数是: 

f=I(X;A)–sI(X;A/θ).       (30) 

当实际分布 P(x|aj) 接近约束后的分布 P(x|θj)时, 信息效率达到其最大值 1。要进一步增大

两种信息, 我们可以使用信息差迭代得到 P(aj|x)和 P(aj), 然后用贝叶斯公式得到: 

 ( | ) ( | ) ( ) / ( ) ( ) ( ) .s s
i j j i i j i ij k kj

k

P x a P a x P x P a P x m P x m    (31) 

对于赶羊任务的两种目标，我们分别用似然函数 P(x|θj)和真值函数 T(θj|x)表示, 上面

公式参考(19)和(20)作相应改变。和最小自由能原理所用 VB 相比，上面方法更加简单，并且

能通过 s 改变约束强度。 

因为优化的 P(x|aj)是 θj和 s 的函数, 我们记 P*(x|aj)=P(x|θj, s)。 如果实际的相应函数

P(x|aj)只能是某种类型分布，比如高斯分布，我们可以使用参数化的相应函数 P(x|βj, s)代替

P*(x|aj)=P(x|θj, s)，比如用 P(x|θj, s)的期望和标准偏差作为 P(x|βj s)的期望和标准偏差。 

 如果 n 个目标变为一个目标 yj。就有 R=I(X; yj), G = I(X; θj)。最小互信息迭代就变成简

单的香农信道匹配语义信道， 即 P(yj|x)∝T(θj|x)或 P(x|yj)=P(x|θj), 公式(31)变为： 



( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) .s s
i j i j i i j i

k

P x a P x T x P x T x       (32) 

5. 信息与物理学熵和自由能之间的关系 

5.1 热力学局域非平衡和平衡系统中的熵、信息和语义信息 

为了澄清信息和自由能之间的关系，我们讨论热力学系统中的信息、熵和自由能以及它们之

间的关系.  
吉布斯建立了热力学熵和后来被称为香农熵的熵的联系，Jaynes【20,21】证明了：使用 Stirling

公式 lnN! = NlnN − N (在 N → ∞时), 证明了波尔茨曼微观状态数 W（N 个分子的）和香农熵的

联系: 

0 0 0
1

1

!
k ln k ln k ( | ) ln ( | )=k ( | )

!

G

i iG
i

i
i

N
S W N P x T P x T NH X T

N 



     


  (33) 

其中 k 是波尔茨曼常数, xi是第 i 种微观状态（i=1,2,…,G; G 是一个分子的微观状态数）, N 是分

子数，T0 是绝对温度(反映粒子的平动动能)。P(xi| T0)=Ni/N 表示给定能量约束时状态为 xi的

分子出现的概率分布。在能量约束下最大化 S’就得到波尔茨曼分布: 

0
0 0

( | ) exp( ) / ,   exp( )
k k

i i
i

i

e e
P x T Z Z

T T
     ,     (34) 

其中 Z’ 是配分函数，它使 P(xi|T0)归一化。 
为求温度和分子能量之间的信息，我们使用 Maxwell-Boltzmann 统计【45】，用能量 ei作

为 xi（i=1,2,…,M）, 用 Gi表示含有能量 ei的微观状态数，即简并度。Ni是能量为 ei 的分子个

数。则 Gi/G 可看做是 xi的先验概率 P(xi)，Ni/N 是 ei 的后验概率。于是等式(33)变成:
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 (35) 

在能量约束下,系统达到平衡时，等式(34)变为： 

0
0 0

( | ) ( ) exp( ) / ,   ( ) exp( )i i
i i i

i

e e
P x T P x Z Z P x

kT kT
      (36) 

现在我们能把 exp[−ei/(kT0)]解释为真值函数 T(θj|x), Z 解释为逻辑概率 T(θj), 等式 (36)解释为

语义贝叶斯公式。 

S 和 S’相差一个常数 c(它不随温度变化 ), 即 S’=S+c, c=∑i P(xi)lnGi。 如果我们总是忽

略 c， lnG=H(X)+c 就变成 H(X)，并且 

0/ (k ) ( ) ( ( | ) || ( ))S N H X KL P x T P x  .     (37) 

考虑局域非平衡系统，系统不同区域 yj(j = 1, 2, …)有不同温度 Tj(j = 1, 2, …)，P(x| T0)

就变成 P(x|Tj)=P(x|yj)。于是有 
( ) ( ( | ) || ( ) ( )[ ( ) / (k )]j i j i j j j

j j

P T KL P x T P x P T H X S N   .   (38) 

因为 P(yj)=Nj/N, 整理得：  

( ; ) ( ) / ( ).I X T H X S kN          (39) 

这就是局域非平衡系统中，香农互信息和物理学熵之间的关系。可见物理学熵 S 就相当于 X 的

后验熵 H(X|Y)，物理学中最大熵定律可以等价地表述为最小互信息定律。 



 根据(35)，(36)和(39)，局域平衡时， 
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其中 e 是平均能量。可见，局域平衡时，最小互香农信息可用语义互信息公式表达。又因为

这时 

 k ( | ) kS NH X Y NF  ，        (41) 

所以热力学熵正比于语义后验熵(即变分自由能)。 
 为什么物理学和 G 理论中有相同形式的熵和信息？比如模糊熵在通信系统重等于平均失真

d ，在热力学系统中是平均能量 e /(kNT)。原来两者中的熵和信息在本质上都是以某种约束

为条件的熵和信息。物理学中是能量约束，而 G 理论中是外延约束，两者之间有简单联系：T(θj|xi) 
= exp[–ei/(kTj)]。这样看来，在热力学中使用 P-T 概率框架也能带来某种方便。 

5.2 信息、自由能、热功效率和信息效率 

Helmholtz(赫尔姆赫兹)的自由能公式是：   

F“＝E－TS,         (42) 

其中 F“是自由能，E 是系统内能。在封闭系统重，系统从不不平衡变为平衡时，S 会增

大， 自由能会减小。但是，在开放系统中，系统在从平衡到不平衡时 ,自由能可能增加。

E 不变时，自由能增量和熵的关系是：  

 " ( ) k ( ) k ( | )j j j
j j

F TS TS T S NTH X N T H X Y        .   (43)  

比较上式和(38)和(39)，可见香农互信息就相当于局域非平衡系统中的自由能增量。在局

域平衡时，香农互信息变为语义互信息。  
 热力学中，Exergy(㶲)是系统能做工的能量【46】，状态变化时，它被定义为：  

    Exergy = (E−E0)+p0(V−V0)−T0(S−S0),       (44) 

其中 E–E0 是系统内能的增量，p0 和 T0 是环境的压力和温度，V–V0 是体积的增量。考

虑局域非平衡和平衡系统中 Exergy 和自由能，这时每个局域体积和温度不变。局域不

平衡时，有  
ΔExergy < ΔF”        (45) 

局域平衡时，有  
ΔExergy = ΔF”        (46) 

可见，语义互信息就相当于局域平衡系统中的自由能增量，也就是 Exergy 的增量。可

以说，语义互信息小于或等于香农互信息就像㶲Exergy 小于或等于自由能 F”。。  
 我们也可以把 kNT 和 kNT j 当做单位信息价值【23】，这样，ΔExergy 就相当于

语义信息的价值。  
 一般说来，自由能越大越好。只有在使用自由能做功的时候，我们才希望耗费的自由能较少；

类似地，只有在耗费香农信息传递语义信息的时候，我们希望耗费的香农信息较少。 

 语义信息 G 就相当于功 W。W/|ΔF“|反映做功效率；类似地，G/R 反映信息效率。对于随

机事件的约束控制，G 反映控制效果，R 反映控制成本，G/R 反映控制效率。我们统称两种情况

下的 G/R 为信息效率。 



6. 最小自由能原理及其理论和实践不一致问题 

6.1 目标函数自由能和求隐含变量的变分贝叶斯 

 Hinton 和 Camp 在文献【1】中提供了下面公式： 

1
logj j j

j j j

F r E r
r

           (47) 

其中 rj是前面的 P(yj)，Ej是根据 yj为 x 编码的编码成本(即重构成本)。F 之所以被称之为“自
由能”是因为该公式和物理学自由能公式在形式上相似。在热力学中，最小化自由能可以得

到 Boltamann 分布。类似地，我们可以得到 
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Hinton 和 Camp 的变分方法被发展为更一般的变分贝叶斯方法。变分贝叶斯的目标

函数的通常表示为【5】： 
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     .  (49) 

其中 g(y)就是 P+1(y)。负的 F 通常又叫证据下界 Evidence Lower Bound, 记为 L(g)。其中

x 应该是矢量，而且还和 y 相关，所以用语义信息方法表示 F 是 
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(50) 

 对于 EM 算法，在 M1-step 之后或迭代收敛后，P+1(y)=P(y),  于是 F=H(X|Yθ)。所以前

面有“粗略说来，F=H(X|Yθ)”。我们后面假设计算 F 是在 M1-step 之后计算的，于是 F = 
H(X|Yθ)。因为 R = I(X; Y) = H(X)–H(X|Y), G = I(X; Yθ) = H(X) – H(X|Yθ), 所以信息差 R–G
和变分自由能 F 之间有以下关系： 

R – G = H(X|Yθ) – H(X|Y) = F – H(X|Y).       (51) 
 为了优化 P(y)，也可以用 VB 常用的平均域近似方法，先优化 P(y|x)，然后从 P(y|x)和
P(x)得到 P(y)。那样，就等价于使用 P(y|x)做变分，最小化下面 F#： 

# ( | )
( ) ( | ) log

( | )x y

P y x
F P x P y x

P x y 
 

，
.     (52) 

最小化 F#等价于最小化交叉熵 

( ) ( )log ( ),i i
i

H X P x P x         (53) 

也等价于最小化 KL(P||Pθ)和 R – G，可使混合模型收敛。 
Neal 和 Hinton 曾使用 VB 改进的 EM 算法【2】用以求解混合模型。他们定义 

F(P(y),θ)=EP(x,y)logP(x, y|θ)+H(Y)      (54) 



为负的变分自由能。为了方便，我们用 F’表示负的变分自由能，即令 F’= F(P(y),θ)= –F。 
 Neal 和 Hinton 说明，使用增量算法(见【2】中等式(7))，在 E-step 和 M-step 都增大

F’，可使混合模型更快收敛。他们的 M-step 和 EnM 算法中的 M-step 相同，但是 E-step
每次只更新一个 P(yj|x), 保留 P(yk|x)(k≠j)不变，类似于 Beal 用的平均域近似法【3】。这

实际上也是最小化 Hθ(X)或 KL(P||Pθ)，也是最小化信息差 R-G。 
 实验表明，EM 算法，EnM 算法，增量算法和 Beal 的 VB-EM 都能使混合模型收敛，

但是不幸的是，在混合模型收敛过程中，F’未必持续增大，或者说 F 未必持续减小。这也

就是说，VB 的计算结果是正确的，但是理论是不正确的。 
 有人用完整数据对数似然度 Q = –H(X, Yθ)的不断增大解释或证明 EM 算法收敛

【34,35】，问题同样。Q 和 F’一样，在混合模型收敛过程中可能会减小。 

6.2 最小自由能原理 

 Friston 等人把 VB 首先应用到脑科学，后来推广到生物行为科学， 从而把最小自由

能准则发展为(最小)自由能原理【6,7】。 
 自由能原理使用 μ，a，s 和 η 分别表示四种状态： 

 μ: 内部状态; 在 SVB 中它就是似然函数中的 θ。 
 a: 主观动作; 在 SVB 中它是 y(用于预测)和 a(用于约束控制)。 
 s：感知；就是前面的观察数据 x。 
 η：外部状态，是前面的 y 或 P(x|y);  在 SVB 用于约束控制时，对应 η 的是外部

相应 P(x|βj), 希望它等于 P(x|θj)。 
  根据 MFE 原理，优化有两种【6】： 

* arg min{ ( , ; )},

* arg min{ ( *, ; )}.
a

F a s

a F a s


 






     (55)  

前一个等式是优化似然函数 P(s|μ). 后一个是优化动作选择，即 P(a)和 P(a|s)。后者又叫主

动推断(Active Inference)。这和使用 SVB 优化约束控制时求 P(a)和 P(a|x)类似。  
 上面两种或三种状态的组合也成为一种状态，比如 b={s, a}表示 Markov blanket 毯，

π={b, μ}表示特殊状态(particular state)。马尔科夫毯把 μ 和 η 隔离开来，使得我们可以固

定一个改变另一个，实现内部状态与外部环境的动态平衡 
 Friston 有时把 F 解释为意外、惊奇和不确定性，有时把 F 解释为误差。减小 F 就是减

少意外和误差。这从 G 理论的角度容易理解，因为 F 是语义后验熵——反映预测后为残差

编码的平均码长【1】，当事件符合预测或目的时，不确定性和意外减小，语义信息量增

大。又因为 G = Hθ(Y) – d  = H(X) – F, 在 Hθ(Y)和 H(X)固定时，F 和 d 同时增大或减

小。所以减小 F 就是减小误差。 
 最有意义的是，Friston 等人试图用最小自由能原理解释生物体如何通过与外界协调，

创造有序，对抗熵增大。 

6.3 从最大熵原理到最小自由能原理的进步——联系进化系统论 

 1957 年，Jaynes 提出最大熵原理【20,21】。该理论把物理学熵看作是信息熵的特例，并

提供了求解最大熵分布的方法。该方法不仅可用于一定约束条件下系统状态的概率预测，也

可用于随机事件的约束控制。和熵增大定律(即热力学第二定律)相比，Jaynes 的最大熵原理

是一个重要进步。因为在物理学熵增大定律中，系统是封闭的，约束是固定的。而在 Jaynes
的最大熵原理中，约束是主动的，所以它可以用于人类对自然的干预。但是，最大熵原理还

是不足以解释生物系统。一个重要原因是，生物有目的，存在预测和控制的符合和不符合问



题。香农熵和信息都不反映预测或约束控制的符合程度。 
 而根据最小自由能原，F 越小，反映主观预测 P(x|θj)越符合客观事实 P(x|yj); 另一方

面，最小自由能原理中的主动推断(active inference) 使得客观事实 P(x|yj)接近主观目的

P(x|θj)。和最大熵原理相比，两者都最大化香农后验熵 H(X|Y), 但是最小自由能原理同时

用机器学习中常用的最大似然准则优化目标函数，  
 自从 Clausius 提出熵增大定律，一直存在两种世界观。一种是消极的基于熵的世界观，

如里夫金和霍华德的书《熵：一个新的世界观》【10】所代表的所言，地球是个封闭系统(见
的后记)，生物发展和科技进步都带来地球的熵增大（见第五章），人类所能做的是减小自由

能和资源的消耗，减缓熵增大过程。这种观点只强调熵增大的必然性，忽视生命就是就是在

对抗熵增大的过程中发展的；忽视了人类可以主动控制自然，即在增加自由能的同时，减缓

熵增大或减小熵。 
 另一种是进化系统论(Evolutionary Systems Theory, EST)持有的积极的基于熵的世界

观。薛定谔(Schrödinger)【12】早在 1944 年的著作“生命是生命”提问：生命是什么？它

如何对抗熵增大从而在物理系统中实现？他因此开启了一种新的研究方向, 这种研究集中

于 EST 中。如【11】所言，EST 是一个跨学科领域，建立在费舍尔(Fisher)、赖特(Wright)、
霍尔丹(Haldane)和普利高津(Prigogine)等人的研究基础上【47-49】，并经哈肯，艾根(Eigen)
和舒斯特(Schuster)，Kelso 等人得到发展【50-52】。EST 通过一般选择与自组织之间的相

互关系来解释动态的、不断进化的系统。 
 最小自由能原理的重要意义是：它支持建立在EST 上的积极的 Entropy-based世界观，

并且提供了一个综合的优化准则(包括最大似然准则和最大熵准则)和主动推断方法，用以解

释和改进生物对环境的预测和适应。 
 Haken 的协同论【50】能很好解释鸟和浆果或昆虫和花（双方是互惠的，后者提供营

养， 前者帮助后者传播种子或授粉）的协同进化。然而，说这些动物的行为遵循 Jaynes 的
最大熵原理是不合适的。由于 MFE 原理蕴含了最大熵（ME）原理，并且也包含了最大似然

准则，因此它能够反映动物在识别植物和觅食过程中的不一致程度。动物可以利用这种不一

致程度作为反馈信号来调整自身行为。这也是为什么 Haken 和 Portugali[16]肯定 MFE 原

理在理解生物行为和生态位巩固中的重要意义。 
 8.3 和 8.4 节继续讨论这一话题。  

6.4 为什么变分自由能 F 在混合模型收敛过程中可能增大？ 

 作者 30 年前就考虑过交叉熵 

( | ) ( | ) log ( | )j i j i j
i

H X P x y P x   .      (56) 

的性质。当 P(x|θj)接近固定的 P(x|yj)时，H(X|θj)会减小。但是反过来, 当 P(x|yj)接近固定

的 P(x|θj),时，I(X; θj)会增大还是会减小？结论是可能增大，也可能减小。确定的是：KL 离

散度 KL(P(x|yj)||P(x|θj) = I(X; yj) – I(X; θj)会减小。比如 P(x|yj)和 P(x|θj)是两个期望相同的

高斯分布，但是前者的标准差 d1 小于后者的标准偏差 d2，d1 在迭代过程中会变大，交叉熵

也会增大。 
 表 1 显示的是一个更简单的例子。设 x 有 4 个能取值(参看表 1)。当 P(x|yj)从集中变为

分散的时候，H(X|θj)会增大。 
 

Table 2. 一个例子说明交叉熵 H(X|θj)在 P(x|yj)接近 P(x|θj)的时候会增大。 

 x1 x2 x3 x4 H(X|θj) (bits) 
P(x|θj) 0.1 0.4 0.4 0.1  
P(x|yj) 0 0.5 0.5 0 log(10/4)= 1.32 



P(x|yj)=P(x|θj) 0.1 0.4 0.4 0.1 0.2log(10)+0.8log(10/4)=1.72 

 
 这个结论推广到语义互信息公式就是：香农信道匹配语义信道时，语义互信息 I(X; Yθ) 
和语义后验熵 H(X|Yθ) = F 不确定增大或减小；确定的是 R–G 会减小。VB 的算法就是让

香农信道匹配语义信道，所以在匹配过程中 R – G = F – H(X|Y)而不是 F 会持续减小。 
 在高斯混合模型迭代过程中，影响 F 和 H(X|Yθ)增大或减小有两个原因： 
1) 迭代开始时，P(x|θj)和 P(x|yj)的分布范围差别较大，在 P(x|θj)接近 P(x|yj)后，F 和

H(X|Yθ)会减小。 
2) 相应的真模型的 F#=H(X|Y)(即香农条件熵)较大，迭代过程中，F 和 H(X|Yθ)会变大。 
 当原因 1 占主导地位时，F 减小；当原因 2 占主导地位时，F 增大。 
 根据前面分析，假设有一个高斯混合模型有两个部件，初始化参数和真模型的参数比，

只有两个标准差较小(参看图 6a)，迭代过程中，F 会持续增大。 
 不对称的标准差和混合比例也会引起 F 有时增大，见 7.1.1 节。 
 另外，初始的参数 μ1, μ2, …偏向一边(参看图 7a)，会间接造成原因 2)，导致 F 有时增大，

见 7.1.3 节。 

7. 实验结果 

7.1 证明混合模型收敛过程中是信息差而不是 VFE 单调减小 

7.1.1 Neal 和 Hinton 例子——混合比例引起 F’ 和 Q 减小 

按照流行的观点，在混合模型收敛过程中，F’= –H(X|Yθ)=–F 和 Q = –H(X, Yθ)是持续

增大的。但是，实验中经常看到反例。首先我们看 Neal 和 Hinton 的例子【2】(见表 2 和图

4)。表 2 显示了真的和初始的模型参数和混合比例(下面 x 的坐标有所放大，放大公式是

x=20(x'–50) (x’是【2】中的实例坐标)。 
表 2. Neal 和 Hinton 的混合模型例子 

Table 2. Neal and Hinton’s example of the mixture model.  

 Real Parameters Starting parameters 
 μ* σ* P*(y) μ σ P(y) 

y1 46 2 0.7 30 20 0.5 
y2 50 20 0.3 70 20 0.5 

 
按照上面真模型参数，Q 和 F’在每一轮迭代后都是增大的，只是在某些 E-tep 或 n-step

可能减小【25】。但是，如果把混合比例由 0.7:0.3 换成 0.3:0.7. 就会看到有好几次迭代中，

Q 和 F’减小了(参看图 4c)。 

  



(a)迭代开始                           (b)迭代收敛 

  

(c)迭代过程中各测度变化 

图 4. 一个混合模型收敛过程(Neal and Hinton  用过的例子，混合比例从 0.3:0.7 变为 0.7:0.3)。F’和

Q 有时减小。 

原因是第二个部件的真模型的熵 H(X|y2)比较大，P(y2)增大后，导致 H(X|Yθ)增大。后

来 H(X|Yθ)还是减小了，也就是 F’增大了，这是因为 P(x|θj)接近 P(x|yj)后交叉熵减小。 

7.1.2 标准偏差引起 F’和 Q 持续减小 
表 3 和图 5 显示一个混合模型，初始的两个标准差比真模型的两个标准差小。在迭代收

敛过程中，F’和 Q 一直减小(除了开始)。 
 
表 3 一个混合模型的 F’ 和 Q 随迭代过程减小 

Table 3. A mixture model whose F’ and Q decrease with the convergent process.  

 Real Parameters Starting parameters 
 μ* σ* P*(Y) μ σ P(Y) 

y1 40 15 0.5 40 5 0.5 
y2 75 15 0.5 80 5 0.5 

 

 
(a)迭代开始                           (b)迭代收敛 



 
图 5. 一个混合模型，在迭代收敛过程中，F’和 Q 是持续减小的(Against 最小自由能原理)。 

这是一个典型反例——证伪 undermine 最小自由能原理。This is an typical 
counterexample against the MFE principle. 

7.1.3 一个不易收敛的混合模型 
 图 6 显示的是一个不易收敛的例子，来自【38】。真的模型参数是(μ1, μ2, σ1, σ2, P(y1))= 
(100, 125, 10, 10, 0.7)。为了使收敛更困难，我们设初始的模型参数为(μ1, μ2, σ1, σ2, P(y1))= (80, 
95, 5, 5, 0.5)。实验证明，只要样本足够大，EM, E3M, 增量算法，和 VBEM 都能收敛。但

是收敛过程中，只有 R–G 和 KL(P||Pθ)持续减小，F‘和 Q 并不持续增大。这个例子说明初始

化的 μ1, μ2不适当时，F’和 Q 在迭代过程中也可能会减小。Q 的减小就更明显。 

 

(a) 初始化时的两个部件   (b) 全局收敛时的两个部件 

  

(c)EM 算法迭代过程      (d)E3M 算法迭代过程 

图 6. 一个不易收敛的例子。(a)迭代开始;(b)迭代结束；(c)EM 算法迭代过程；(d)E3M 算法迭代过程，

其中 Hθ(Y)=–∑j P+1(yj)logP(yj) and F’=Q+ Hθ(Y)= –H(X|Yθ)= –F. 



这个例子还说明 E3M 算法比 EM 算法需要较少迭代。但是 E3M 算法每一步花费时间略

多。实验表明，前 50 次迭代使用 E3M 算法，其余步骤使用 EM 算法，用时最短。更多讨

论见【28】。 

7.2  简化的 SVB(En 算法)用于数据压缩 

 假设要把 8 比特灰度像素(256 个灰度等级)压缩成 3 比特像素(8 个灰度等级)。考虑到亮

度低时眼睛灰度分辨率更高，我们使用图 7a所示真值函数作为约束函数。给定P(x)和T(y|x), 
求信息效率最大的香农信道 P(y|x). 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

图 7. 用 En 算法求信息效率最大香农信道 P(y|x). (a)给定 8 个范围约束；(b)优化的香农信道；(c)迭代过

程中 H(Y)和 R–G 持续减小。 

 重复最小互信息迭代三次， P(y)就基本收敛。迭代开始假设 P(y)=1/8，熵 H(Y)是 3 比

特。迭代收敛时 R=2.299 比特，G=2.274 比特， G/R=0.989。说明约 2.3 比特就能传递 3 比

特像素信息, 信息效率很高。 



7.3 约束控制实验结果 

 我们把放羊空间简化为一维空间，其中只有两个牧场(参看图 8)，以便显示控制结果(高
斯分布)和目标(范围)之间的符合关系，以及控制结果如何随 s 变化。我们需要根据 P(x)和两

个真值函数求解隐含变量 P(a). 
Figure 9 shows a two-objective control task, with objectives represented by the truth 

functions T(θ0|x) and T(θ1|x). We can imagine these as two pastures with fuzzy boundaries 
where we need to herd sheep. Without control, the density distribution of the sheep is P(x). We 
need to solve an appropriate distribution P(a). 

 
(a)s=1 时的约束结果 

 

(b)s=5 时的约束结果。 

图 8. 双任务约束控制优化。  

对不同的 s，初始比例 P(a0)=P(a1)=0.5. 使用最小互信息迭代，即 En 算法，可以得到优化的

P(aj|x,s). 再用下式得到 P(x|aj,s): 

( | , ) ( | , ) ( ) / ( ) ( ) ( )s s
i j j i i j i ij k kj

k

P x a s P a x s P x P a P x m P x m   .  (56) 

然后使用 R(G)函数的参数解求得 G(s), R(s)和 R(G(s))。图 9a 和图 9b 分别显示了 s=1 和 s=5
时的 P(x|θj, s)和 P(x|βj, s)。可见 s=5 时，约束更严格，部分模糊边界处的羊群移到更理想位置。

图 10 显示了，s > 5 时， G 变化很小，说明我们需要在最大合目的性 G 和最大信息效率 G/R 之

间权衡，更大的 s 会降低信息效率，是不必要的。 



 

图 9. R(G)用于约束控制时权衡效用和信息效率。在 s 从 5 增大时，G 增大很少，说明 s 约等于 5 是

较好选择。 

 其中虚线是 R1(G)函数，它表示，如果控制效果只能是某种分布(比如说高斯分布)时，

我们可以用 P(x|βj, s)代替 P(x|θj, s),  得到 G and G/R1。R1(G)和 R(G)很接近。 
下面假设只单任务约束控制。我们可以令 R = I(X;yj), G=I(X; θj)，优化方法类似，但是

不需要求隐含变量。 
我们用成年人死亡年龄控制(通过医药条件)作为例子。假设成人死亡年龄的先验概率分

布是 P(x)，它是正态分布，期望是 μ = 70 标准偏差是 σ = 10. 表示目标的约束函数是 T(θj|x) 
= 1/[1+exp[–0.8(x–80)] . 任务是：首先找到产生控制结果的分布 P*(x|aj)=P(x|θj, s=1), 使得

信息效率最大，为 1，然后通过增大 s 增大语义信息 I(X; θj). 

 

图 10. 认购死亡年龄控制的信息效率。约束函数 T(θj|x)表示控制目标。似然函数表示控制结果. P(x|θj) 

= P(x|θj, s=1) (见虚线)是为了 G = R; P(x|θj, s = 20) (见点划线)使得 G 接近其最大值.    

实验表明这个例子的 R(G)函数和图 9 类似，但是 s 增大时 G/R 下降慢点。s=20 时，平

均死亡年龄在 85 左右。这时候 G 就足够大了，s 再大信息效率就会明显降低。 
关于本节例子更详细数据，见【28】。 

8. 讨论 

8.1 VB 和最小自由能原理的两个问题和解决方法 
 现在我们从前面分析和实验结果看 VB 和最小自由能原理的两个问题。 
 第一个问题：VB 算法存在理论和实践不一致问题，就是虽然计算结果是对的，但是在

混合模型的迭代过程中，变分自由能 F 未必是持续减小的。7.1 节的几个实验结果(见图 5-7)
显示：混合模型收敛过程中，只有 R – G 是持续减小的，负的变分自由能 F’和完整数据的对

数似然度 Q 也不是持续增大的。 



 第二个问题是，VB 中“自由能”的用法和物理学有冲突。理由是：5.1 节中分析显示：最

小化的 H(X|Yθ) = F 正比于局域非平衡系统中的物理学熵(分子能量密度分布决定的熵)而不

是物理学自由能 F“. 因为 H(r)中 rj 相当于不同局域中分子比例 P(yj), 所以 H(r)不是分子能

量密度分布决定的熵。把 H(X|Yθ)当作自由能，会引起概念混乱。另外，物理学中，自由能

是能做功的能量，越大越好；而 VB 中，自由能越小越好。这是矛盾的。 
 3.3 和 3.4 节提供了 SVB，它的理论和实践是一致的。6.1 节的实验表明，在所有求隐含

变量的迭代过程中，信息差 R–G 都是持续减小的，或者说信息效率 G/R 都是持续增大的。

 按第 5 节分析，我们可以把信息看作自由能，这样，我们就好说，生物，特别是人类，

通过获取更多信息，保存更多自由能，从而抵抗地球熵增大。 

8.2 SVB 和 VB 算法的异同 

 SVB和VB的主要任务一样：1)使用变分方法，根据观察数据和约束求解隐含变量P(y)；
2)优化模型参数或似然函数。不同的是： 

 准则: VB 和 SVB 在优化模型参数时同样使用最大似然准则，减小语义后验熵；而

在优化 P(y)时，VB 名义上使用最小自由能 MFE 准则，实际上是使用使混合模型

收敛的最小 KL 距离准则(最小化 KL(P(x)||Pθ(x))。和 SVB 使用的最小信息差准则

是等价的。 
 变分方法：VB 只用 P(y)或 P(y|x)作为变分，而 SVB 轮流使用 P(y|x)和 P(y)作为

变分。 
 计算复杂性：VB 求 P(y|x)用到对数和指数函数【3,5】，计算比较复杂； SVB 中的

P(y|x)计算比较简单(对于同样任务，即 s=1 时)。 
 约束方式：VB 只能用似然函数的对数作为约束(如果用失真函数、相似函数等代替

似然函数的对数作为约束，约束项的量纲就不再是比特，因而使用的是两种自由能

中的另外一种自由能【18】)。而 SVB 用各种学习函数(包括似然、真值、隶属、相

似、失真函数)作为约束时，都转换为语义信息量约束(量纲都是比特)，并且允许用

参数 s 增强约束(参看图 9-11)。 
因为 SVB 更加兼容最大似然准则和最大熵原理，它应该更加适合机器学习的很多场合。

但是，因为它不考虑参数的概率，在某些场合，可能不如 VB 适用。关于语义变分贝叶斯的

详细讨论见【28】。 

8.3 怎样更好用自由能解释人类对抗地球的熵增大？ 

 最小自由能原理继承了进化系统论的积极世界观，并且强调强调生命体和环境相互协调，

增加有序，抵抗熵增大。但是，用最小自由能原理解释人类抵抗地球的熵增大会引起概念混

乱，因为在物理世界中，熵减小的同时自由能通常会增大。 
《熵：一种新的世界观》得出非常极端的结论：地球是封闭的(见【10】的后记)，生产

发展和科技进步总是以环境的更大混乱(熵增大)为代价(见【10】第 5 章)，人类应当控制需

求，减少能源和资源消耗，减缓经济发展，甚至恢复农耕文明… 这在理论上是极大的倒退。 
 其实地球并不是封闭系统，它不断接收阳光带来的自由能。地球通过水、空气或风、植

物…保留了太阳带来的自由能，使得地球上生物多样化有序化。人类通过信息效率最大化和

做功效率最大化，建造各种电站，种植和养殖各种动植物，从而保留了更多自由能，使地球

更加有序。当然，也不排除人类滥用资源、对能源和信息的低效率使用，并使得空气污染导

致地球散热困难，从而造成地球熵增大。 
 造电站和赶羊进牧场是类似的。一方面要求达到目的，另一方面要求成本尽可能低。 
 人类造水电、风电和光伏电站能大量保存太阳送来的自由能，虽然造电站也要耗费自由

能，但是相对于它节省的自由能或者是所做的功，耗费的自由能只占是很小的比例。如果不



造这些电站，这些自由能最终也会以热辐射的形式消失。保留更多自由能是人类能抵抗地球

熵增大的原因。 
如果使用最小自由能原理，我们就不好说人类因为更多保留更多自由能而增大地球的有

序性。 
 作者提出的最大信息效率原理也继承了 EST 的积极的 Entropy-based 世界观. 除了赞

成用最大化自由能 F“、和做功效率(W/ΔF“)抵抗熵增大，作者还主张用最大化语义信息

(G)、信息效率(G/R)抵抗熵增大。另外，作者除了提出不同形式的熵(用于语义通信和约束

控制)，还提出资本增值熵(Capital Growth Entropy)用于优化投资组合和信息价值【53】。
增值熵有利于解释不确定事件的正反馈。 

8.4 美感和色觉机制的进化如何遵循最大信息效率原理？ 

 色觉传递的信息是典型的通信信息，而快感(包括美感)传递的是典型的控制信息。

Friston 用最小自由能原理解释人脑和行为如何和环境协调。仿照 Friston 的努力，下面我

们讨论人和动物的审美机制和色觉机制如何遵循最大信息效率原理。 

8.4.1. 最大信息效率原理和生物学的功利主义如何相互支持 

 达尔文在物种起源一书中肯定生物学的功利主义【55】（Section 6.7）, 这种功利主义认

为：生物的一切构造都因为对生存有用而存在。他说，如果否定功利主义的是对的，自然选

择理论就完全不能立足。 
 根据生物学功利主义观点，快感和不快感是激励人求利避害的反馈信号，快感功能因为

对生存有利而存在。据此，人类觉得苹果好吃，并不是因为苹果本身，而是因为苹果符合人

的生存需求，吃苹果的快感含有正反馈信息。从强化学习和主动推断的角度看，快感不快感

传递的就是约束控制信息或合目的信息。老虎和狼就不喜欢吃苹果，它们更喜欢血腥味。这

说明快感不快感作为反馈信息服务于不同动物的不同生存需要，这符合最大信息效率原理。

另外，人的需求满足到一定程度后，快感就会减弱，这促使人在充分满足和降低劳动成本之

间权衡，如同 7.3 节的例子。 
 但是，这个观点收到孔雀华丽羽毛和烟酒和毒品的挑战（它们能引起快感，但是对生存

不利）。根据 Popper 的证伪原理，一个反例就能证伪一个全称假说。由于上面反例存在，有

人因此断言生物学的功利主义是错的。 
 现在我们用最大信息效率原理改进生物学功利主义，得出这样的用以辩护的结论： 
 因为人和动物的各种构造总体上对自身生存有利，所以存在（这是模糊大前提）； 

 但是由于通信和控制成本的原因，错误在所难免；实际的构造是基因在最大效用和最大信
息效率之间权衡的结果。这就像是说，法律是为了公正，但是由于成本和效率的原因，不
能保证它在任何情况下公正。 

 要检验这一结论，我们可以使用合适的 Bayes 确证测度，通过统计数据得到模糊大前提

的确证度。笔者曾提出两个确证测度【26】分别模糊确证大前提和其后件，它们兼容 Popper
的证伪思想，因为它们能确保反例对确证度影响更大。 
 即使如此改进，雌孔雀审美趣味的起源仍然令人困惑。 

8.4.2. 快感机制的信息效率解释和华丽鸟类审美趣味的进化 

  美感是一种特殊快感，它可以解释为促使人接近对生存有利的对象的反馈信号。怎

样解释雄鸟（比如雄孔雀）的华丽羽毛和雌鸟审美趣味的进化？达尔文提出用性选择(即按

美选择)理论【55】，而华莱士强烈反对【55】。Fisher(最大似然准则倡导者和 EST 奠基者之

一)提出一种后来被称为军备竞赛解释【56】，但是它不能解释军备竞赛的各种奇特方向，比

如雄孔雀带有球形的长尾巴。争论仍在继续【57】。 
 为解释人类和鸟类审美趣味的进化，作者提出需求美学——把美感看作激励人在空间接

近对象的正反馈信号（含有控制信息），并据此发现鸟雀华丽外表模拟它们喜爱的食物和环



境，比如雄孔雀的长尾巴模拟蓝莓或浆果树。现在我们可以这样解释鸟类性选择：需求关系

选择了鸟类的审美趣味，雌鸟的审美趣味选择了雄鸟的华丽羽毛。由于控制成本或信息效率

的原因，我们不能要求雌孔雀的审美机制只对真的浆果树敏感，而对类似的图案不敏感。现

在我们可以说，进化论、需求美学和最大信息效率原理相互支持。 
Appendix C 包含两个图片（用以说明鸟雀华丽羽毛反映它们喜爱的食物）和相关网页链接。 

8.4.3. 色觉机制的信息效率解释和进化 

 朴素的反映论认为，色觉机制是为了正确反映色光的属性。而根据生物学的功利主义和

Holmholtz 的符号论，色觉只是符号，色觉机制只是为了获取色光中和自己生存有关的信

息。最大信息效率原理支持后者。  
 要精确地用数学表示一种色光，我们需要用无限维矢量表示其频谱分布。Youg-
Helmholtz 的三色素理论【58】表明，人眼色觉机制把无限维矢量信息转换为三维矢量信

息(电视机和显示器就采用三原色信号显示彩色图像)。原因是，人类为了分辨物体，比如

山水树木，花果鸟兽，三维矢量信息就足够了。从多维到三维就是为了压缩数据，提高信

息效率。并且，不同的动物色觉分辨范围不同。人类和喜欢以水果和花蜜为食的鸟类和昆

虫具有和三原色或多原色机制；而捕猎动物大多是色盲，但是它们(比如鹰和青蛙)的视觉

对运动物体特别敏感。有些昆虫能看到紫外光，而有些鱼类能看出红外光。有的鸟、昆虫

和鱼具有四原色机制。这些都说明，色觉不是简单地反映客观的色光性质，而是高效地获

取主体所需要信息。一方面，感官尽可能获取足够的对生存有重要影响的信息(语义或语用

信息)，另一方面，感官尽可能少地传递色光的信息(香农信息)。 
 然而，下面两个问题是 EST 没有很好解决的。 

1） 色觉机制非常精致而且巧妙，它是如何进化成这样的？ 
2） 怎样说明它在进化的每个阶段都比以前有更好的适应性？ 

 为解释色觉机制进化，作者提出 3-8 译码模型，它能方便解释色觉机制进化，并说明进

化的每一步都比以前能更多获得色光信息，另外，它还能方便解释从三原色和到心理色(包

含色调)的转换。3-8 译码模型贯彻了生物学功利主义思想，和最大信息效率原理相互支持。 
 Appendix D 包含用以说明色觉进化的图片和相关网页链接。 

9. 结论  

 Friston 的最小自由能原理继承了进化系统论关于自组织导致有序从而抵抗熵增大的积

极思想，和里夫金的消极世界观(仅仅基于封闭系统中熵增大原理)不同，它用开放的非平衡

系统的熵和信息变化解释生物系统的自组织和有序性。和前人方法不同的是，MFE 原理使

用 VB 作为核心数学方法，VB 使用一种新的和信息相关的测度(变分自由能 F=H(X|Yθ))作
为目标函数，替代了常用的效用(或误差)和熵的线性组合。本文通过 VB 的具体算法得到结

论：最小自由能准则其实包含最大似然准则(用于优化模型参数)和最大熵(即 H(X|Y))准则。

这一原理有助于解释生物怎样预测和适应(包括改变)环境，其中优化方法也能用于促进生态

系统稳定发展。 
 然而，最小自的由能原理有两个缺点，这两个缺点都来自 VB。缺点之一是： 作者声称

在两种优化过程中都最小化 F, 但是在实践中，最小化的是 F–H(X|Y)。其实践是正确的， 
理论是不完善。因为在某些情况下， F–H(X|Y)减小时，F 会增大。缺点之二是：最小化自

由能的说法和物理学中的自由能概念矛盾，因为在物理学中，自由能越大越好，只是在封闭

系统中，自由能会因为熵增大而被动减小。主动减少自由能和抵抗地球熵增大的目的矛盾。 
 作者提出语义变分贝叶斯和最大信息效率原理，它们可以作为 VB 和 MFE 原理的改进

版本。语义变分贝叶斯最小化香农互信息和语义互信息的差 R – G = F – H(X|Y)而不是 F，
这样，优化隐含变量时，理论就符合实践。而且，使用 SVB，求隐含变量更简单，更好理解。 
 根据局域非平衡和平衡系统中信息、熵和自由能之间关系的分析，香农信息相当于局域



非平衡系统的自由能，语义信息相当于局域平衡系统中的自由能(即 Exergy)增量，变分自由

能 F 相当于局域非平衡系统中的物理熵。这样就好解释：通常我们接收和增大信息就相当于

接收和增大自由能；提高信息效率就相当于提高用自由能做功的效率。这样，我们就能得到

和 EST 兼容的结论：空气、水，生物，特别是人类，通过保存太阳送来的自由能而抵抗地球

的熵增大。 
 
致谢：作者感谢两位审稿人的 comments，本文 Sections 5, 6 and 8 因此做了较大改动, 特
别是添加了关于进化论和 Exergy 的讨论。作者也感谢雄楚渝博士，因为他五年前就提醒作

者关注 Friston 的最小自由能原理。 
  

附录 1. 本文缩写和解释列表 

Abbreviation Original text 
EM Expectation-Maximization 
En Expectation-n 
EnM Expectation-n-Maximization 
EST Evolutionary System Theory 
G theory Semantic information G theory (G means generalization) 
KL Kullback–Leibler 
LBI Logical Bayes' Inference 
MFE Minimum Free Energy 
MI Mutual Information 
MID Minimum Information Difference 
MIE Maximum Information Efficiency 
SVB Semantic Variational Bayes 
VB Variational Bayes 

 

附录 B. Python 代码下载地址 

除 了 图 3 和 图 10 ， 其 他 8 个 图 的 Python3.6 原 代 码 下 载 地 址 ：

http://www.survivor99.com/lcg/Lu-py2025-2.zip  
 
附录 C. 说明美感是激励鸟类行为的正反馈信号 

 
图解：孔雀和鸳鸯的羽毛模拟它们喜爱的食物。首先，需求关系选择了安娜蜂鸟的审美趣味；

后来，雌性的审美趣味选择了雄鸟的羽毛。 



 上面图片本图片来自 Open Magazine: Research Features. See  
 https://researchfeatures.com/needing-aesthetics-explain-birds-beauty-preferences/ )。 
 更多讨论见作者主页：http://survivor99.com/lcg/english.  
 
附录 D. 色觉进化图解 

 
图解：随着人眼视锥细胞敏感曲线从一种分裂为两种和三种时，人眼色觉逐渐从两种进化为

8 种。在每一步进化后，色觉机制都比以前传递更多色光信息。 更多讨论见： 
https://researchfeatures.com/wp-content/uploads/2021/05/Chenguang-Lu.pdf， 
http://survivor99.com/lcg/english. 
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