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从概率看角谷猜想窗体底端

黄拔萃
(福建三明青山一村6-306) 
 

如无说明，本文的字母表示正整数。
对于奇数x>1,施行
第一种变换：乘以3，加上1。
第二种变换：把3x+1除以若干次2，得奇数y.

若y=1,则终止变换；若y>1,则继续施行上述两种变换。
角谷猜想：对于任意奇数x>1,经过上述两种变换，最终都得1。
有人用计算机验证，对x<7*109,上述猜想成立。
为了说明方便起见，我们把上述的x,y中的x叫做y的父数，y叫做x的子数。
1.设x,y是大于1的奇数，满足3x+1=2ny                                (1)

则x,y互质。否则，设x,y的最大公约数a>1,上式两边取以a为模的同余数，得1三0，矛盾。于是x和它的子数y互异.

对（1）式取以3为模的同余数，得1三（－1）n y，
n为偶数时，y三1，而y是奇数，故y=6k+1;

n为奇数时，y三－1，而y是奇数，故y=6k-1。
可见形如6k-3的数没有父数。
进一步，形如6k+1,6k-1的数是否都有形如6m-3的父数？
为便于求以9为模的同余数，把6k+1分成三类：18k+1,18k+7,18k+13.

对3（6m-3）+1=22n(18k+1)取以9为模的同余数，得1三4n，n为3的倍数。故
3（6m-3）+1=64n(18k+1)，而64n可表示为9M+1,其中M为奇数。于是
m=k(9M+1)+(M+1)/2为正整数,6m-3=6k(9M+1)+3M

可见18k+1有无穷多个形如6m-3的父数，其中最小者是384k+21(n=1,M=7)。
对于18k+7,18k+13,6k-1也有类似的结论。
综上，只需考虑首数为6k-3,由上述两种变换生成的有向链。
2.下面研究具体的以6k-3为首数的有向链，看能否从中发现一些对解题有帮助的性质。
（1）。3，5，1。
（2）。9，7，11，17，13，5，1。
（3）。15，23，35，53，5，1。
（4）。21，1。
（5）。27，41，31，47，71；107，161，121，91，137；103，155，233，175，263；395，593，445，167，251；377，283，425，319，479；719，1079，1619，2429，911；1367，2051，3077，577，433；325，61，23，35，53；5，1。
（6）。33，25，19，29，11，…见（2）。
（7）。39，59，89，67，101，19，…见（6）。
（8）。45，17，…见（2）。
（9）。51，77，29，…见（6）。
（10）。57，43，65，49，37，7，…见（2）。
（11）.63，95，143，215，323；485，91，…见（5）。
(12) 。69，13，…见（2）。
（13）。75，113，85，1。
（14）.81，61，23，…见（3）。
(15) 87，131，197，37，…见（10）。
（16）。93，35，…见（3）。
（17）。99，149，7,…见（2）。
若y同时属于6k-3,6m-3为首数的两个有向链，则这两个有向链从y起的后续部分完全相同。对于给定的奇数x>1,每进行一次第一种变换接着除以2的次数是确定的。
3.笔者曾试图证明，由奇数x>1经有限次变换得到y<x..因形如2n-1的奇数需n-1次第一种变换及每次仅除以一个2，得到的y远大于x，故对全体大于1的奇数，不存在使得到的y<x的变换次数的上界。笔者还试图证明上述有向链中不存在回路，但只证明点数小于5的情形。由于第二种变换的不确定性，所以使用数学归纳法遇到无法克服的困难。
对于任意的大于1的奇数x,第二种变换中除以2的次数是不确定的，这不妨看作是随机的。x为下表中的四种情况是等可能的，其概率都是1/4。
 

	x
	3x+1
	y

	8k+1
	4(6k+1)
	(3x+1)/4

	8k+3
	2(12k+5)
	(3x+1)/2

	8k+5
	8(3k+2)
	<=(3x+1)/8

	8k+7
	2(12k+11)
	(3x+1)/2


 

 

 

 

 

 

其中第四行第三列的<=读作小于或等于。说详细些，设Jn={x：x=8k+n},n=1,3,5,7.若x属于J1,则y=6k+1,当k被4除余数依次为0，3，2，1时，y依次属于J1,J3,J5,J7; 若x属于J3,则y=12k+5,当k被2除余数依次为0，1时，y依次属于J5,J1；若x属于J5,（3x+1）/8＝3k+2,当k被8除余数依次为5，3，1，7时，y依次属于J1,J3,J5,J7；当k被8除余数依次为0，2，4，6时至少再除以一次2，y分别属于J1,J3,J5,J7；若x属于J7,则y=12k+11,当k被2除余数依次为0，1时，y依次属于J3,J7；因此y属于上表中四种情况的概率也都是1/4。这样一来，平均每经过一次第一、二种变换后至多变为原来的
{[(3x+1)/4*(3x+1)/2*(3x+1)/8*(3x+1)/2]1/4｝/x=3(1+1/3x)/27/4,

令3(1+1/3x)/27/4<0.9,解得x>36.7,于是得
命题：大于36的奇数至多经过[－log0.9x]次第一、二种变换就可以变为1，这里[t]表示不大于t的最大整数。
请有兴趣的读者检验我的命题。
在上述已知的17个有向链中，以27、63为首的两个链最长。27＝110112（二进制的数，下同），类似27的数：110110112＝219，110110110112＝1755。219经17次第一、二种变换变为1，平均每次第一、二种变换后变为原来的（1/219）1/17＝0.7283；1755经12次第一、二种变换变为1，平均每次第一、二种变换后变为原来的（1/1755）1/12＝0.5365。
63=26-1,类似63的数：212-1=4095, 220-1=1048575。4095经57次第一、二种变换，平均每次第一、二种变换后变为原来的(1/4095)1/57＝0.8642;1048575经61次第一、二种变换，平均每次第一、二种变换后变为原来的(1/1048575)1/61=0.7967；234-1＝17179869183，经过176次第一、二种变换变为1，平均每次第一、二种变换后变为原来的（1/17179869183）1/176＝0.8747

这些例子也许可以作为注解
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